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Capitulo 1

Diagonalizacion.

Dado un espacio vectorial V(K) (K =R 6 C) de dimensién n, y una base ordenada B
de V, tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales Fp: EndgV — M,,(K),

La eleccion de la base B no influye en el cdlculo de ciertos invariantes asociados a f, como
por ejemplo el rango, la traza o el determinante. Asi que tiene sentido preguntarse qué
base B de V hace a M(f, B) lo mas sencilla posible, por ejemplo una matriz diagonal.
Surgen entonces las preguntas:

(Q1) Dado f € EndgV, ;Existe una base ordenada de V' tal que M(f, B) es
diagonal? Y si existe, jcémo podemos calcularla?

Si elegimos dos bases ordenadas cualesquiera B, By de V, las matrices del mismo endo-
morfismo f en esas bases estan relacionadas por la ecuacién

M(f’ Bl) = M(l‘/?BQ’Bl)M(fv BQ)M(1V7BI7B2) = P_lM(fa BQ>P7
donde P = M(1y, By, Bs) € Gl(n,K).

Definicién 1.0.1 Dos matrices A, B € M,,(K) se dicen semejantes si existe P € Gl(n, K)
tal que B = P~1AP.

Segin lo anterior, dos matrices del mismo endomorfismo son siempre semejantes. El
reciproco es cierto: si A = M(f,B1) € My(K) siendo f € EndgV y Bj una base or-
denada de V, entonces dada B € M,,(K) semejante a A, existe una tnica base ordenada
By de V tal que B = M(f, Bz) (Ejercicio 1).

‘Ser semejante a’ es una relacién de equivalencia en M,,(K). Por ejemplo, la clase de
la matriz identidad I,, es {I,}. Podemos identificar cada clase de equivalencia segin esta
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2 CAPITULO 1. DIAGONALIZACION.

relacién (es decir, cada clase de semejanza de matrices) con todas las matrices asociadas a
un mismo endomorfismo f. La pregunta (Q1) entonces puede reformularse: en una clase de
semajanza de matrices, jexiste siempre un representante dado por una matriz diagonal?
O dicho de otra forma:

(Q2) Dada A € M,,(K), ;Existe una matriz semejante a A que sea diagonal?
Y si existe, jcomo podemos calcularla?

En general, la respuesta a las preguntas equivalentes (Q1) y (Q2) es negativa. Veamos
algunos ejemplos.

1. En R?, un giro f respecto al origen de dngulo 6 # 0,7 no puede representarse por
una matriz M (f, B) diagonal, porque si v € R? cumple f(v) = Av para algiin A € R,
entonces v = 0.

2. El endomorfismo f € EndgR? dado por f(z,y) = (x +y,%), cumple (f — 1g2)? = 0,
luego si v € R? — {(0,0)} cumple f(v) = Av para algin A € R, entonces 0 =
(f — 1g2)*(v) = (A — 1)%v luego A = 1. Esto nos dice que no existe ninguna base de
R? tal que M(f, B) es diagonal (porque la tinica matriz semejante a Iy es I2, pero f
no es la identidad en R?).

Sin embargo, toda simetria respecto de una recta en R? admite una base donde la matriz
o 1 0
0o -1 /)

Definiciéon 1.0.2 Un endomorfismo f € EndgV se dice diagonalizable si existe una base
ordenada B de V tal que M(f, B) es diagonal. Al proceso de entontrar tal base se le
llama diagonalizacion de f. Andlogamente, una matriz A € M,,(K) se dice diagonalizable
si existe P € Gl(n,K) tal que P~1AP es diagonal.

Un endomorfismo f € EndgV es diagonalizable si y sélo si cualquier de sus matrices
M(f, B) es diagonalizable.

1.1. Vectores y valores propios.

Diagonalizar un endomorfismo f € EndgV equivale a encontrar una base {vi,...,v,}
de V tal que para cada i = 1,...,n, f(v;) es colineal con v;. Esto nos lleva a considerar
las soluciones no triviales (si existen) de la ecuacién
(1.1) F(v) = Mo,

siendo A € Ky v € V. Esta ecuacién tiene dos incégnitas A y v. Claramente, v = 0 es
solucién de (1.1) para cualquier valor de A, pero no nos interesa dicha solucién puesto que
0 no puede formar parte de ninguna base de V.



1.2. POLINOMIO CARACTERISTICO Y ECUACION CARACTERISTICA. 3

Definicién 1.1.1 Dado f € EndgV, un escalar A € K se dice valor propio (o autovalor)
de f si existe v € V — {0} tal que (1.1) se cumple. En este caso, a v se le llama vector
propio (o autovector) de f asociado al valor propio A.

Dada A € M,,(K), un escalar A € K se dice valor propio (o autovalor) de A si existe
x € K" — {0} tal que Az = Az. En este caso, a z se le llama vector propio (o autovector)
de A asociado al valor propio A.

Diagonalizar un endomorfismo (o una matriz cuadrada) equivale a encontrar una base
formada por vectores propios. Algunas propiedades sencillas (la demostracién se deja como
ejercicio):

1. Si f € EndgV y A € K es un valor propio de f con autovector asociado v € V — {0},
entonces dada una base ordenada B de V se tiene que A es valor propio de M(f, B),
y las coordenadas de v respecto de B forman un vector propio de M (f, B) asociado
al valor propio A.

2. Si A € M,(K)y X € Kes un valor propio de A con autovector asociado € K"—{0},
entonces dado un endomorfismo f € EndgV tal que A = M(f, B) para cierta base
ordenada B de V, se tiene que A es valor propio de f, y el vector de V cuyas
coordenadas respecto de B son x es vector propio de f asociado al valor propio .

3. En R?, un giro f respecto al origen de dngulo @ # 0,7 no tiene ningiin valor propio
real.

4. El endomorfismo f € EndgR? dado por f(z,y) = (z + y,y), tiene como tinico valor
propio a A = 1.

1.2. Polinomio caracteristico y ecuacion caracteristica.

Resolver la ecuacién (1.1) (o su equivalente Az = Az en el caso de matrices cuadradas)
requiere encontrar sus soluciones en A y en v. El siguiente razonamiento muestra cémo
simplificar el problema eliminando la variable v.

Sea f € EndgV un endomorfismo. Que exista v € V — {0} tal que f(v) = Av (para
cierto A € K) equivale a que v € ker(f — Aly), o a que det(f — Aly) = 0. Esto lleva a
estudiar el polinomio de grado n = dimg V' con coeficientes en K

(1.2) t € K ps(t) = det(f —tly),

cuyas raices son exactamente los valores propios de f.



CAPITULO 1. DIAGONALIZACION.

Definicién 1.2.1 Dado un endomorfismo f € EndgV/, al polinomio p¢(t) € K[t] dado por
(1.2) se le llama el polinomio caracteristico de f. Andlogamente, el polinomio caracteristico
de una matriz A € M,,(K) se define como

pa(t) = det(A —tI,).

Asi que

{valores propios de f (resp. de A)} = {raices de ps(t) (resp. de pa(?))}.

Es facil probar que

1.

pr(t) = Pm(s,p)(t), donde B es cualquier base ordenada de V. En particular, si
dos matrices son semejantes entonces tienen el mismo polinomio caracteristico (el
reciproco no es cierto).

(Ejercicio 7). Para un endomorfismo f de un espacio vectorial de dimensién n, ps(t) =
(=)™ + (=1)" ' Tr(f)t" ! + ... + det f. En particular, dos endomorfismos con el
mismo polinomio caracteristico tendran el mismo el determinante y la misma traza
(el reciproco no es cierto). Lo mismo es vélido para matrices cuadradas.

La identidad 1p2 y el endomorfismo f € EndgR? dado por f(z,y) = (z + y,v)
tienen ambos el mismo polinomio caracteristico p(t) = (¢ — 1)2. Asf que el polinomio
caracteristico no distingue al endomorfismo, ni tampoco si éste es diagonalizable.

La relacién anterior entre valores propios y raices del polinomio caracteristico motivan
que recordemos algunas propiedades sencillas de las raices de un polinomio:

1.

Si A € K es raiz de un polinomio p(t) € K[t], entonces p(t) es divisible por ¢t — A, es
decir, existe ¢(t) € K[t] tal que p(t) = (t — N)q(t).

. Un polinomio p(t) € K[t] se dice irreducible si no admite ninguna descomposicién en

factores p(t) = h(t)q(t) con h(t), q(t) € K[t] y gr(h(t)), gr(q(t)) < gr(p(t)).

Dado p(t) € K[t], a un polinomio de tipo ¢ — A en una descomposicién en factores
polinémicos de p[t] (o mds generalmente, at + b para a,b € K, a # 0) se le llama
factor simple de p(t). Un factor del tipo at? + bt + ¢ € K][t] se dice factor cuadrdtico.

Teorema fundamental del Algebra. Todo polinomio p(t) € CJt] se descompone
como producto de factores simples (tantos como el grado). Equivalentemente, todo
polinomio p[t] € C[t] tiene una raiz compleja.

. Las raices (complejas) de todo polinomio p(t) = at? + bt + ¢ € R[t] con a,b,c € R,

—btVb%—4ac
2a

a # 0, vienen dadas por t = . A la expresién A = b? — 4ac se le llama

discriminante de p(t).
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» Si A >0, p(t) tiene dos raices reales distintas (simples).
» Si A =0, p(t) tiene una raiz real (doble).
» Si A <0, p(t) no tiene raices reales y tiene dos raices complejas conjugadas.

En este caso, p(t) es irreducible sobre R[t] pero no sobre CJt].

6. Todo polinomio p(t) € R[t], se descompone de la forma

p(t) = At —a1)™ - (t = ap)™ - qu(t) - ... - (1),

donde A € R—{0}, ay, ..., ax son las raices reales distintas de p(t) y q1(t), ..., qgm(t)
son factores cuadraticos irreducibles.

7. Si p(t) € RJt] tiene grado impar, entonces p(t) tiene al menos una raiz real.

8. (Criterio de Descartes)
Sea p(x) un polinomio con coeficientes reales y grado n > 1. Tras ordenar los mo-
nomios de p(x) con grados descendentes (o ascendentes), p(z) = apz™ + an_12" " +
...+ a1z + ag, producimos una lista de coeficientes (ay, an—1,...,a1,ap). Llamamos

C(p
Ri(p

Entonces, Ry (p) = C(p) (méd 2) y Ry (p) < C(p).

Cambiando p(x) por p(—z) y aplicando el mismo criterio, tenemos que el nimero de
raices negativas de p(z) no puede superar al nimero de cambios de signo de p(—zx),
v que estos dos nuimeros tienen la misma paridad.

~—
|

#{cambios de signo en (an, an_1,...,a1,a0)},
#{raices positivas de p(z)}.

~—
|

Lema 1.2.1 Si f es diagonalizable, entonces ps(t) tiene n raices en K contando multipli-
cidades.

Demostracion. Basta notar que el polinomio caracteristico de una matriz diagonal A es
(t—ay)-...-(t—ay), donde ay,...a, € K son las entradas de la diagonal de A. O

Definiciéon 1.2.2 Dado f € EndgV y A € K un valor propio de f, se define el subespacio
propio asociado a A como

Va={veV | f(v) = v} = ker(f — ALy) # {0}.

Anélogamente, dada A € M,,(K) y A € K un valor propio de A, se define el subespacio
propio asociado a A como

(K")\ ={x € K" | Az = Az} = ker(A — \I,,) # {0}.
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Si f € EndgV, B es una base ordenada de V' y A € K un valor propio de f, se tiene que
el subespacio propio asociado a \ para la matriz A = M(f, B) cumple que dado v € V,

v € V) siy sblo si las coordenadas de v respecto a B estan en (K"),.

Definicién 1.2.3 Asociados a cada valor propio A de f € EndgV (para A € M, (K) es
analogo) tenemos dos nimeros: la multiplicidad de A como raiz de p¢(t) y la dimension de
V. Al primero de estos nimeros le llamaremos la multiplicidad algebraica y al segundo la
multiplicidad geométrica de A como valor propio de f.

Estos ntimeros no han de coincidir, pero siempre hay una relacién entre ellos:

Lema 1.2.2 La multiplicidad geométrica es siempre menor o igual que la multiplicidad
algebraica de un valor propio.

Demostracion. Lo probamos para un endomorfismo f € EndgV (para A € M, (K) es
andlogo). Tomemos una base ordenada de V del tipo B = {v1,..., vk, V41, ..., s} donde
{v1,..., v} es una base de V). entonces, la matriz de f en B es (por cajas)

m(r5) = (A5

para ciertas C' € My (n_p)(K), D € My_1(K). Por tanto, py(t) = (A — t)*pp(t) (Ejerci-
cio 14) y se tiene el lema. O

Un caso en que no se da la igualdad en la desigualdad del Lema 1.2.2 es el siguiente: Para
el endomorfismo f € EndgR? dado por f(z,y) = (z +y,y), la multiplicidad algebraica de
t = 1 como propio de f es dos, pero la dimensién de (R?); es uno.

Proposicién 1.2.1 Sea f € EndgV.

1. Todo subespacio propio es invariante. Es decir, si Vy es el subespacio propio asociado
a un valor propio X de f, entonces f(Vy) C Vj.

2. 8t X # p son valores propios distintos de f, entonces Vx NV, = {0}, o equivalente-
mente, V\ +V, =V\®V,.

3. 8i M,..., A\ € K son valores propios distintos de f, entonces Vy, + ... + V), =
V)\1 @...@V)\k.

Demostracion. Siv € V), entonces f(v) = Av luego f(v) € V) y 1 estd probado.
Siv e VanV, siendo A # p, entonces f(v) = Ay f(v) = Av luego restando 0 =
(A — p)v. Como A # p, lo anterior implica que v = 0 y 2 estd probado.



1.2. POLINOMIO CARACTERISTICO Y ECUACION CARACTERISTICA. 7

En cuanto al apartado 3, tomemos v; € V), — {0} para i = 1,...,k y veamos que
v1,...,U son linealmente independientes (esto terminard de probar el apartado). Sean
ai,...,a; € K tales que

k
(1.3) Z a;V; = 0.
i=1
Asi,

k k k
(1.4) 0=f(0)=f (Z am) = Zaif(vi) = Zaz‘)\ivi-
i1 i1 i1

Por otro lado, multiplicando por A; en (1.3) y restando (1.4) obtenemos

k-1

(1.5) Zaz()\z — /\k)vi = 0.

i=1

Lo anterior sugiere que probemos el apartado por induccién sobre el nimero de sumandos:
para dos sumandos, la propiedad se tiene por el apartado 2. Si suponemos cierta la pro-

piedad para k — 1 sumandos, entonces v1,...,v;_1 son linealmente independientes luego
de (1.5) se deduce que a;(A; — A\p) = 0 para cada i = 1,...,k — 1. Como \; # A\ para
i=1,...,k — 1, tenemos a3 = ...ap_1 = 0. Volviendo a (1.3) tenemos axvr = 0, luego
ar, = 0 porque vy # 0. O

Corolario 1.2.1 Sea f € EndgV, y sean Ai,..., A\ todos los valores propios (distintos)
de f. Entonces, f es diagonalizable si y sélo si V =Vy, @ ... D V),.

Demostracion. Si f es diagonalizable, existe una base ordenada de V' formada por vectores
propios de f. Agrupemos los elementos de esa base de forma que primero aparezcan los
de V),, después los de V),, y asi sucesivamente hasta los de V),. Eso nos dice que todo
vector de V' se escribe como suma de un vector en cada V), luego V = V), + ... + V),
que coincide con Vy, @ ... ® V), por el apartado 3 de la Proposicién 1.2.1.
Reciprocamente, si V' = V), @ ... @ V), entonces tomando una base de cada V), y
poniendo una a continuaciéon de otra, formaremos una base de V formada por vectores
propios de f. Por tanto, f es diagonalizable. O

Corolario 1.2.2 Si f € EndgV tiene n = dimg V' walores propios distintos, entonces f
es diagonalizable.

Teorema 1.2.1 (Teorema fundamental de diagonalizacién) Sea f € EndgV. En-
tonces, f es diagonalizable si y sdlo si se cumplen las dos condiciones:
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1. ps(t) tiene n raices en K contando multiplicidades.

2. Para cada valor propio A € K de f, la multiplicidad geométrica de A coincide con su
multiplicidad algebraica.

Demostracion. Sean A1, ..., \; todos los valores propios (distintos) de f.
Si f es diagonalizable, entonces 1 se tiene por el Lema 1.2.1, y por el Corolario 1.2.1,

. . N 0 & .
(1.6) dimg V = dimg (Vy, @ ... ® Vy,) = > dimg V3, < Y m; =n = dimg V,
=1 =1

donde en (x) hemos usado el Lema 1.2.2, m; es la multiplicidad algebraica de \; como
valor propio de f, y en la 1iltima igualdad hemos usado el apartado 1 ya demostrado. De
la igualdad en (1.6) concluimos que dimg V), = m; para cada ¢, que es el apartado 2.

Reciprocamente, consideremos el subespacio V), + ... + V), , que coincide con V), @
... @ V), por el apartado 3 de la Proposicién 1.2.1. Entonces,

k k
dimK(V)\l D...D V/\k-) = ZdimK V,\i @ Zmz (2 n = dimg V,
=1 =1

luego Vy, @ ... ® V), =V y f es diagonalizable por el Corolario 1.2.1. O

Corolario 1.2.3 Sea A € M,,(K). Entonces, A es diagonalizable si y sdlo si se cumplen
las dos condiciones:

1. pa(t) tiene n raices en K contando multiplicidades.

2. Para cada valor propio A € K de A, la multiplicidad geométrica de \ coincide con
su multiplicidad algebraica.

Corolario 1.2.4 Dos matrices diagonalizables A, B € M, (K) son semejantes si y sdlo si
tiene el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion. Sélo tenemos que comprobar la condicién suficiente. Si A, B tienen el mis-
mo polinomio caracteristico, entonces tienen los mismos valores propios A1, ..., A; con las
mismas multiplicidades algebraicas mz,...,mr. Como A, B son diagonalizables, ambas
son semejantes a la matriz diagonal que se obtiene poniendo en la diagonal (por cajas)
M Ty ooy M-Iy, y O fuera de esas cajas. Por transitividad de la relacién de equivalencia
‘ser semejante a’, A, B son semejantes. O
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1.3. Aplicaciones de la diagonalizacion.

1. Supongamos que queremos calcular A™ siendo A € M, (K) una matriz y m €
N grande. Aunque la potencia de cdlculo de los ordenadores actuales nos permite
calcular esto mediante la ‘fuerza bruta’, es conveniente tener un método sencillo para
resolver este problema, al menos en el caso de que A sea diagonalizable. En este caso,
existe P € Gl(n,K) tal que P~'AP es una matriz diagonal D. Como D es diagonal,
D™ es muy sencilla de calcular (basta elevar a m cada entrada de la diagonal de D),
y D™ = (P7'AP)™ = P~'A™P, luego A™ = PD™P

Si A € Gl(n,K) es diagonalizable y m es un entero negativo, podemos calcular A™
aplicandole el método anterior a A~!, que también es diagonalizable (Ejercicio 4).

2. Supongamos que f € EndgV. Veamos condiciones para que exista h € EndgV tal
que hoh = f. Impondremos que f es diagonalizable; sean \1,..., \; € K los valores
propios de f con multiplicidades respectivas myq, ..., mg € N, y B una base ordenada
de V tal que M(f,B) = D, siendo D la matriz diagonal obtenida poniendo en la
diagonal (por cajas) A1 - Ln,,..., Ak - I, ¥ O fuera de esas cajas.

Si para cada ¢ = 1,...,k existe b; € K tal que bf = )\; (esto se cumple siempre si
K = C y cuando \; > 0 Vi si K = R), entonces la matriz diagonal D' € M,,(K)
obtenida poniendo en la diagonal (por cajas) by - I, ..., bk - Iy, v O fuera de esas
cajas, cumple (D')? = D. Por tanto, el endomorfismo h dado por M(h,B) = D’
cumple ho h = f.
1.4. EIl Teorema de Hamilton-Cayley.
Sea A € M,,(K) con polinomio caracteristico

(1.7) pa(t) =ap +art + ...+ ant" € K[t].

Como M,,(K) tiene estructura de anillo, podemos ver p4[t] actuando sobre matrices 7' €
M, (K), mediante

pa(T)=ao-In+a1-TH+...+a, -T" € M,(K).

Esto nos permite ver p4 como una aplicacién ps: M, (K) = M, (K) (no lineal a menos
que n = 1).

Teorema 1.4.1 (Hamilton-Cayley) Dada A € M, (K) con polinomio caracteristico
pa(t) € K[t], se tiene pa(A) =0 € M,(K).
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Demostracion. Sabemos que dada C' € M,,(K), se tiene
C - Adj(C)T =det C - I,.

Tomando C = A —tl, para t € Ky aplicando la definicién de polinomio caracteristico, se
tiene

(1.8) (A—tI,) - Adj(A — tI,)" = pa(t) - I.

De la definicién de matriz adjunta se deduce que las n? entradas de la matriz Adj(A—tI,) €
M.,,(K) son polinomios con coeficientes en K y grado a lo mas n — 1. Por tanto, podemos
escribir

Adj(A —tI,)T =Co+ Cit 4 ...+ Cp_yt" L,

para ciertas matrices Co,C1,...,Cph_1 € M, (K). Por otro lado, sustituyendo p(t) me-
diante (1.7), la ecuacién (1.8) se reescribe

(1.9) (A—tL)(Co+Cit+ ...+ Cp1t" 1) = (ag + a1t + ... + ant™) - I,.

Operando, ACy + (AC’1 — Oo)t + (ACQ — Cl)t2 + ...+ (AC’n,l — Cn72)tn—1 — Cp_1t" =
aoly, + arlyt + ...+ apl,t". Igualando coeficientes del mismo grado en t obtenemos

ACO = aol, — ACO = aol,
AC) — Cy = ayl, ~"iEmred A2C) — ACy = a1 A
ACQ — 01 = (lg[n (multiphéfor 4% A3C2 — A201 = a2A2

(multiplico por A"~ 1)
e

AC,—1 — Cp—2 = ap—11, A"Cp_1 — Anilcn—2 = an—lAnil

(multiplico por A™)
—Cp—1 = aply — —A"Ch—1 = anA™.

Sumando los términos de la derecha tenemos 0 = ag- I, +a1-A+...+a,- A" =pa(4). O
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1.5.

1.

Ejercicios.

Sean V(K) un espacio vectorial (K = R é C) de dimensién n, f € EndgV y B; una
base ordenada de V. Probar que si B € M,,(K) semejante a M (f, B1), entonces existe
una base ordenada By de V tal que B = M (f, B2).

Dar un ejemplo de matrices cuadradas no semejantes con el mismo polinomio carac-
teristico.

Probar que 0 no es un valor propio de un endomosfismo f si y sélo si f es un automor-
fismo. j Cudl es la propiedad correspondiente para matrices cuadradas?

Probar que si A € Gl(n,K) es diagonalizable, entonces A~! también lo es. ; Qué relacién
hay entre los valores propios de A y los de A=1? ;Y entre sus autovectores?

. Sea V(K) un espacio vectorial n-dimensional. Si a es un valor propio de un endomor-

fismo f de V, probar que a™, m € N, es un valor propio de f. Si ademds f es un
automorfismo, demostrar que Vp € Z — {0}, aP es un valor propio de fP.

Determinar los vectores propios y valores propios de las siguientes matrices reales,

-1 1 1 -1 1 0 1 10
1 -1 1, 0 -1 1], [3 -16
11 -1 1 0 -1 1 13
L1 1 3 30 1
-1 -1 0 -1
11 1,
111 1 21 1
2 40 3

i Es alguna de estas matrices diagonalizable en My (R) (k = 3,4)? jHay alguna de ellas
que no sea diagonalizable en M (R) pero si lo sea en M;(C)?

. Sea A = (ajj)i; € My(K). Probar que el polinomio caracteristico de A adopta la

siguiente forma:
i) Paran =2, pa(t) = t> — Traza(A)t + det A.

i1) Paran =3,

a22 Q23
azz a33

ail as
azy ass

a1l a2

pa(t) = —t3—|—Traza(A)t2—[
a1 a2

] t+det A.
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i11) Para n general,
pa(t) = (=1)"" 4+ (=1)" 1 Traza(A)t" ' + ¢, ot" 2+ ...+ c1t + det A,

donde ¢y, -+ ,c,_1 son ciertos elementos en K.
iv) Concluir que si A, B € M, (K) tienen el mismo polinomio caracteristico, entonces
comparten el mismo determinante y la misma traza.

Probar que si A € M3(R) tiene det A < 0, entonces A es diagonalizable.

Para cada matriz A € M,,(K) y cada a € K, encontrar la relacién que hay entre los
valores propios de A y los de A + al,,. Demostrar que A es diagonalizable si y sélo si lo
es A+ al,.

Hallar los autovalores y los subespacios propios de la siguiente matriz cuadrada de orden
n > 2:

l+a 1 1 1
1 14a 1 - 1
A= 1 1 1+a 1
1 1 1 l+a

iEs A diagonalizable?

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 3. Denotemos por B = {u1, us,us} una
base de V. De un endomorfismo f : V — V se sabe que

= f transforma el vector 6u; + 2us + Sug en si mismo.

» U={(x1,22,23)p | 21 + 11xg — Tx3 = 0} es un subespacio propio de f.

= Latraza de f es 5.
Hallar los valores propios de f y calcular la matriz de f respecto a B.
Sea A la siguiente matriz real que depende del pardmetro a:

2a+4 1—a —2a—a?
A= 0 4—a 0
0 0 4—a?

i) Obtener los valores de a para los que A es diagonalizable.

ii) Diagonalizar A paraa=1ya=2.
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13. Sea f el endomorfismo de R? cuya matriz en una base ordenada B es

14+a —a a
M(f,B)=| 24+a —a a-—1
2 -1 0

i) Obtener los valores propios de f y comprobar que no dependen de a.

ii) Obtener los subespacios propios de f en funcién de a y estudiar cudndo f es diago-
nalizable. Cuando sea posible, diagonalizar f.

14. Sean A € My, (K), A" € Mys(n-m)(K) y A” € M(;_m)x (n—m)(K). Se considera la

matriz sobre K de orden n
Al A
M= <ﬂT>

Demostrar que el polinomio caracteristico de M es el producto de los polinomios carac-
teristicos de A y de A”.

15. Dar tres ejemplos de endomorfismos de R?(R) que, respectivamente, tengan por polino-
mios caracteristicos

(1_t)37 _(1_t)2(1+t)7 (1_t)(t2+1))
y estudiar si los endomorfismos dados son o no diagonalizables.

16. Sean n un ndmero entero positivo, K un cuerpo y ag, a1, ...,a,—1 € K. Demostrar que
la matriz A de orden n sobre K

0 1 0 0
0 0 1 0
A= 5
0 0 0 1
—ap —aip —az —0an—1

tiene polinomio caracteristico

pa(t) = (=1)"(ap + a1t + ...+ an_1t" 1+ t"),

y que si a € K es un valor propio de A, entonces el vector (1,a,a?,...,a" 1)

vector propio de A de valor propio a.

€S un
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17. Comprobar que la siguiente matriz cuadrada de orden n es diagonalizable en C y obtener
su forma diagonal:

010 --- 0
001 -0
A= 5
000 --- 1
100 --- 0

18. Sea A € M, (R) una matriz tal que la suma de los elementos de cada linea (fila y
columna) es 1. Demostrar que 1 es un valor propio de A.

19. Sea A € M3(R) tal que traza(A) = det(A) = 0. Probar que A% = 0. Reciprocamen-
te, dada A € My(R) verificando A% = 0, demostrar que A = 0 o bien {A, I5} son
linealmente independientes y por tanto traza(A) = det(A) = 0.

20. En M3(RR) se considera la matriz

1 3 0
A= 3 -2 -1
0 -1 1

Calcular A y A=7. jEs posible encontrar B € M3(R) tal que B2 = A?. ;Es posible
encontrar C' € M3(C) tal que C? = A?.

21. i) Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial V(K). Probar que si su ecuacién
caracteristica p¢(t) = 0 tiene n = dimg V' soluciones en K (no necesariamente
distintas), entonces existe una base ordenada B de V tal que

ailr a2 -+ Al

0 ax - anm
M(f,B) = : S : ;

0 0 e Ann

donde los escalares de la diagonal son los valores propios de f. (Indicacién: Usar
induccién sobre n).

ii) iEs diagonalizable el endomorfismo f de R?(R) dado por f(z,y) = (—2z — y,)?
En caso negativo, encontrar, si es posible, una base B de R? donde M (f, B) sea
del tipo anterior.
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22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

Como aplicacién del problema anterior, probar que cada matriz A € M,,(C) es semejante
a una del tipo

a1 @12 - Qln

0 ax -+ an
mpBy=| . T

0 0 - ap,

donde los elementos de la diagonal son los valores propios de A.

Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial V (K) que tiene n = dimg V' valores
propios (contando multiplicidades). Demostrar que existen fi, fo € Endg (V) tales que
f1 es diagonalizable, f =0y f = fi + fa.

Sea A € M, (R) que cumple A% =rI,, r € R, r > 0. Demostrar que los tinicos valores
propios posibles de A son /r y —/r. Probar también que A es diagonalizable.

Sea A € M,(C) que cumple A> = —rI,, r € R, r > 0. Demostrar que los tnicos
valores propios posibles de A son i\/7 y —iy/r. Probar también que A es diagonalizable.

Sea A€ M,(K), K=R oK = C que cumple A2 =7rA, r € K, r # 0. Demostrar que
los tnicos valores propios posibles de A son r y 0. Probar también que A es diagonalizable.

i) Probar que la Ginica matriz diagonalizable A € M,,(R) que cumple A2 =0es A = 0.

ii) Probar que la tnica matriz diagonalizable A € M,,(R) que cumple A2 —2A+1, =0
es A=1,.

1 -1 a

Se considera la matriz A(a) = | —1 a —1 |, a € R. Estudiar para qué valores de
a 1 1

a es A(a) diagonalizable. Calcular, si es posible, una base de autovectores de A(1).

UNA DEMOSTRACION POR INDUCCION DEL TEOREMA DE HAMILTON-CAYLEY.
Sea A € M,,(K) una matriz real o compleja, con polinomio caracteristico p4(t). En este
ejercicio veremos una prueba distinta del Teorema 1.4.1, por induccién sobre n.

i) Demostrar que si B = P~1AP es una matriz semejante a 4, siendo P € Gi(n,K),
entonces pa(A) = Ppa(B)P~L.

ii) Deducir del apartado anterior que si pg(B) = 0, entonces p4(A) = 0. Es decir, para
probar el Teorema de Hamilton-Cayley podemos cambiar A por cualquier matriz
semejante a ésta.
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i11) Probar que A es semejante a una matriz B € M,,(C) del tipo

(1.10) B= (%%) :

donde a € C, b € C" 1y C € M,,_1(C). Segiin el apartado ii), para probar el
Teorema de Hamilton-Cayley par A basta demostrar que pp(B) = 0.

1) Demostrar que si B € M,,(C) viene dada por (1.10), t) es cualquier polinomio
q p yp q p
con coeficientes complejos, entonces

_(pla)]| ¥V
w8 = (L
para cierto b’ € C" 1.

v) Deducir de los apartados anteriores que

pe(B) = (al, — B) ( Pcéa) pcb(lc) > .

Deducir que si suponemos que el Teorema de Hamilton-Cayley se cumple para C,
entonces también se cumple para B, es decir, pp(B) = 0. Formalizar la demostra-
cién por induccién sobre n del Teorema de Hamilton-Cayley en su versién general.



Capitulo 2

Formas bilineales y formas
cuadraticas.

., Cémo podemos medir en un espacio vectorial? La herramienta habitual en R" es el
producto escalar usual,

n
g(z,y) = Zmiyi, donde x = (z1,...,2n),y = (Y1, -, Yn),
i=1

que permite hablar de perpendicularidad, longitud o angulos entre vectores, entre otros
conceptos: Si lo anterior es cero, medimos perpendicularidad. Si es positivo o negativo,
medimos si los vectores estdn en un mismo semiespacio o no. Si tomamos z = y, medimos
longitud. A menudo nos encontraremos situaciones en las que es necesario generalizar el
producto escalar usual a otras herramientas con funciones similares; un ejemplo de esto es
la teoria de la Relatividad especial, donde el papel que jugaba el producto escalar usual
anterior ahora es realizado por la llamada métrica de Lorentz-Minkowsks:,

3
g((xlv x27x37t)7 (y17 Y2,Y3, S) = —st+ szyu
i=1

siendo (z1, T2, 23,1), (y1,y2,¥3,5) € R

Lo primero que haremos es preguntarnos qué propiedades basicas debemos pedir a una
métrica g: V x V — K para que haga el papel deseado en un espacio vectorial V' (K). Es
razonable pedir que K = R porque queremos medir, luego hace falta una ordenacion en el
cuerpo K. También es razonable imponer simetria de g en sus variables, y que se comporte
bien respecto a la estructura de espacio vectorial de V' (que sea bilineal y simétrica).

17
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Formas bilineales y métricas.

Definicién 2.1.1 Dado un espacio vectorial real V(R), una forma bilineal sobre V' es una
aplicacién g : V x V' — R que es lineal en cada variable por separado. g se dice métrica si
es una forma bilineal simétrica. Al par (V, g) donde g es una métrica sobre V, se le llama
espacio vectorial métrico (EVM).

Ejemplos:

1. (R™, go), go(z,y) = 2! - y (producto escalar usual).

2. Dada una matriz A € S,(R) (simétrica), consideremos el EVM (R™, g4), donde
ga(z,y) = zt- A-y. Este ejemplo generaliza al anterior, que tiene A = I,,. En el caso
de que tomemos

I, 1] 0
= ()
obtenemos la métrica de Lorentz-Minkowski en R™, que aparece en la teoria de la
Relatividad especial.
3. Sobre el espacio vectorial V' = C([a, b],R) de las funciones continuas en un intervalo
[a,b] C R, se define el producto L? como
b
o) = [ FOREdr, fhe Clla )
a

4. Sobre el espacio vectorial V = M,,(R), se define g(A, B) =Traza(A!- B). {Qué tiene
que ver esta métrica con el producto escalar usual en R™?

5. Si (V,g) esun EVM y U C V es un subespacio vectorial, entonces (U, g|luxr) vuelve
a ser un EVM (métrica inducida en un subespacio).

6. Si (Vi,4:), i = 1,2 son dos EVM, en V; x V3 se define la métrica producto como
9((z1,22), (y1,92)) = g1(z1,41) + g2 (22, ¥2))-

2.2. Congruencia de matrices.

Sea g una métrica sobre un espacio vectorial V(R) de dimensién n. Dada una base
ordenada B = {v1,...,v,) de V(R), se define la matriz de g respecto a B como la matriz
simétrica de orden n

(2.1)

Mg (g) = (g9(vi, UJ'))i,j:l.‘.,n .
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Notemos que podemos conocer g(z,y) para x,y € V arbitrarios, mediante la férmula

g(z,y) = (z)" - Mp(9) - ys,

v B,yp son las coordenadas de x,y respecto a B.
Recordemos que para un endomorfismo f € EndgV, matrices distintas de f cambian
por semejanza. Esto no va a ser cierto para matrices de una misma métrica:

Lema 2.2.1 Si B, B’ son bases ordenadas de V, se tiene Mp:(g) = PT-Mp(g)- P, donde
P = M(1y, B, B).

Demostracion. Pongamos B = {v1,...,v,}, B" = {v},...,v;}. Si vf = 370 aj5v; (es
decir, P = (a; )i ), entonces

n n n n
g(vi,v) =g <Z akivk’zahjvh> = > arig(or, vn)ang = > (P1)i(Mp(9))knPhj- O
k=1

h=1 k=1 koh=1
Definicién 2.2.1 Dos matrices A, B € M, (R) se dicen congruentes si existe P € Gl(n,R)
tal que B = PTAP.

Las matrices de una misma métrica g sobre un espacio vectorial son siempre congruentes.
Reciprocamente, si A = Mp, (g) siendo g una métrica sobre V(R) y B; una base ordenada
de V, entonces dada B € M,,(K) congruente a A, existe una base ordenada By de V' tal
que B = Mp,(g) (Ejercicio 1).

‘Ser congruente a’ es una relacién de equivalencia en M,,(R).

2.3. Formas cuadraticas.

Definicién 2.3.1 Dado un EVM (V, g) EVM, se define la forma cuadrdtica asociada a g
como
Fy: V=R, Fylz,z)=g(z, ).

Las formas cuadréticas tienen las siguientes propiedades:

Lema 2.3.1 Con la notacion anterior, sean x,y € V y a € R. Entonces,
1. Fy(ax) = a*F,(x),
2. g(z,y) = % [Fo(z +y) — Fy(z) — Fy(y)]-

Demostracion. Ejercicio. O

El apartado 2 del Lema 2.3.1 permite recuperar la métrica sabiendo sélo la forma
cuadratica. Esto da pie a definir forma cuadrética sin partir de una métrica:
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Definicién 2.3.2 Dado un espacio vectorial V(R), una forma cuadrdtica sobre V es una
aplicacién F': V — R tal que:

(i) El apartado 1 del Lema 2.3.1 se cumple.

(7i) El apartado 2 del Lema 2.3.1 define una métrica sobre V' (métrica asociada a F).

Meétricas y formas cuadraticas son dos lenguajes para expresar conceptos equivalentes
en cierto sentido que precisamos en el siguiente enunciado.

Proposicién 2.3.1 V(R). So(V) = {métricas en V}, F(V) = {formas cuadrdticas en V'}.
Entonces:

1. So(V), F(V) son EV reales de dimension w

2. La aplicacion ®: So(V) — F(V), ®(g) = F, es un isomorfismo de espacios vecto-
riales.

Demostracion. Es facil ver que S3(V') es un espacio vectorial. La dimensién de S2(V') es

"(TZTH), porque ésta es la dimensién del espacio vectorial S, (R) de matrices simétricas de

orden n, y dada una base ordenada B de V, la aplicacién ¥p: Sa(V) — S, (R) dada por

Up(g) = Mp(g)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Que F (V) es un espacio vectorial es consecuencia directa de la Definicién 2.3.2 (dadas
Fy,Fy € F(V), F| + F; saca los escalares al cuadrado y F) 4+ F; tiene por métrica asociada
a gr+F, = gr + gr, sin mas que usar la féormula del apartado 2 del Lema 2.3.1).

Que ® es un isomorfismo de espacios vectoriales (con inversa @ '(F) = gr) es un

célculo directo. En particular, la dimensién de F'(V') es también % O

2.4. Perpendicularidad: tipos de métricas.

Definicién 2.4.1 Sea (V,g) un EVM. Dos vectores x,y € V se dicen ortogonales (o
perpendiculares, x L y) respecto a g si g(z,y) = 0.

En el producto escalar usual en R™, el inico vector ortogonal a si mismo es 0 € R™. Esto no
. , . . . 1

tiene porqué se cierto en otros EVM. Por ejemplo, en (R?, g4) siendo A = ( 0 _01 > €

S2(R), se tiene que (1,1) 14, (1,1).

Definicién 2.4.2 (Tipos de métricas) Sea g una métrica sobre un espacio vectorial
real V.
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g se dice degenerada si existe z € V — {0} tal que z L y, Vy € V.

= g se dice no degenerada si el tinico vector ortogonal a todos los vectores de V es
z = 0.

g se dice semidefinida positiva si g(z,x) > 0, Vr € V.

g se dice semidefinida negativa si g(x,z) <0, Vx € V.

g se dice definida positiva (o euclidea) si es semidefinida positiva y ademads el tnico
vector perpendicular a si mismo es z = 0.

g se dice definida negativa si —g es euclidea.

Finalmente, g se dice indefinida si es no degenerada, pero no es definida positiva ni
definida negativa.

euclidea (def. +)
no degeneradas | def. —

Tipos de indefinida
Métricas semidef. +
degeneradas semidef. —

otras

Proposicién 2.4.1 Sea (V,g) un EVM y B una base ordenada de V. Entonces, g es no
degenerada si y solo si Mp(g) es regular.

Demostracion. Llamemos B = (v1,...,v,). Usando la férmula (2.1) tenemos que dados
z,yeV,

g(z,y) =0Vy eV & (zp)' Mp(g) - yp =0Vyp €R" & (zp)" - Mp(g) = 0.

Luego g es degenerada si y sélo si el sistema de ecuaciones lineales (xg)! - Mp(g) = 0 tiene
solucién no trivial, lo cual equivale a que det Mp(g) = 0. O

2.5. Endomorfismos autoadjuntos.

Veamos que podemos reducir el estudio de las métricas (o de formas cuadraticas) sobre
un espacio vectorial V(R) de dimensién n al estudio de cierto tipo de endomorfismos.

Tomemos una base ordenada B = {vi,...,v,} de V. Asociada a B tenemos una
métrica natural g € Sa(V):

(2.2) g9(z,y) = (x)" - (yB),
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donde zp,yp € R" son las coordenadas de z,y respecto de B (comparar con el producto
escalar usual en R™). Es facil comprobar que g es euclidea, en particular es no degenerada.

En todo lo que sigue en esta seccién, usaremos la métrica euclidea auxiliar g, que
depende de la eleccién de la base B. En la Nota 2.6.2 veremos que en realidad no tenemos
porqué empezar con una base sino con una métrica euclidea g. En particular, el concepto
de endomorfismo autoadjunto que desarrollaremos a continuacion puede definirse respecto
de cualquier métrica euclidea.

Consideremos la aplicaciéon ¥: V. — V* que lleva cada = € V en la forma lineal y €
Vi g(z,y). ¥ es lineal y por ser g no degenerada, ker(¥) = {0}. Como dim V' = dim V*,
deducimos que ¥ es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Dada ¢' € S3(V) (no necesariamente euclidea), definimos fy: V' — V de forma que
dadoz € V, fy(x) es el tinico vector que por ¥ se aplica en la forma lineal y € V — ¢'(x,y)
(existencia y unicidad se deducen de que ¥ es biyectiva). Es decir:

(2:3) g(fy@)y) =g'(x,y), Vo,yeV.
La versién matricial de (2.3) es que
(2.4) M(fy,B) = Mp(g).

Teorema 2.5.1 En la situacion anterior, la aplicacion ®4: So(V) — EndrV dada por
Pr(g') = fg es un monomorfismo de espaciones vectoriales, cuya imagen es

Dy(S2(V)) = Ay :={f € EndrV | g(=, f(y)) = g(z, f(y)), Yo,y € V}.

Definicién 2.5.1 En la situacién del Teorema 2.5.1, a los endomorfismos en A, se les
llama autoadjuntos respecto a g.

El Teorema 2.5.1 implica que el conjunto de endomorfismos autoadjuntos respecto a g es
un espacio vectorial isomorfo a So(V'). Por tanto, estudiar las métricas sobre V equivale a
estudiar los endomorfismos autoadjuntos respecto a la métrica euclidea g.

Demostracion. (del Teorema 2.5.1). Que @, es lineal se deduce de que fgi+g; = ffii + fgé
y fag = afy para cada g¢},¢5,9 € S2(V) y a € R. Estas dos igualdades se deducen
facilmente de (2.3) o de (2.4).

Que ker(®,) = {0} se deduce de que si fy = 0 entonces ¢’ = 0, de nuevo por (2.3) 6
(2.4).

Dada ¢' € So(V), g(fy(2),y) = ¢'(z,y) = ¢'(y,2) = 9(fy (). ) = g(z., f(y)), luego
fg € Ag. Reciprocamente, si f € Ay, entonces definiendo ¢’ € So(V) por ¢'(z,y) =
g(f(x),y)) se tiene que ®,4(¢g’) = f y hemos terminado. O

Lema 2.5.1 En la situacion del Teorema 2.5.1, un endomorfismo f € Endr(V') es auto-
adjunto respecto a g si y sélo si M(f, B) es simétrica.

Demostracion. Ejercicio. O
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2.6. Bases ortonormales en un EVME.

En esta seccién y la siguiente, supondremos que (V) g) es un espacio vectorial métrico
eucllideo (EVME).

Definicién 2.6.1 Un vector = € V se dice unitario si g(xz,z) = 1. Un subconjunto
{z1,..., 21} C V se dice ortogonal si g(z;,xz;) = 0, Vi # j. Un subconjunto ortogonal
se dice ortonormal si todos sus vectores son unitarios. Una base ortonormal de (V,g) es
una base que ademds es un conjunto ortonormal.

Nota 2.6.1 Podiamos haber hecho la definicién anterior suponiendo sélo que (V, g) es un
EVM. Del apartado 2 del siguiente lema se deduce que si (V,g) es un EVM que admite
una base ortonormal, entonces (V, g) es euclideo.

Lema 2.6.1 Sea B = (x1,...,x,) una base ortonormal de (V,g). Entonces:
1. Las coordenadas de cada x € V respecto a B sonxp = (g9(x,x1),...,9(x,2,))p € R™.

2. Dados z,y €V, g(x,y) = (x5)! - yp (es decir, (2.2) se cumple).

Demostracion. Ejercicio. O

Teorema 2.6.1 (Proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt)
Sea (V,g) un EVME y B ={y1,...,yn} una base de V. Entonces:
1. Definiendo z1 = y1, 22 = Y2 — G1221 CON G12 = %, ey Zp = Yp — Z QinZi COM

Qi = %, se tiene que {z1,...,2n} es una base ortogonal de (V,g).

2. Definiendo x; = %zi Vi tenemos que {z1,...,x,} es una base ortonormal de
9(zi,2i
V., 9).

Demostracion. Ejercicio. O

Nota 2.6.2 El Teorema 2.6.1 implica que todo EVME (V, g) de dimensién finita admite
una base ortonormal B. La métrica auxiliar dada por la ecuacién (2.2) a partir de esta
base B no es otra que la propia g; en particular, si B, B’ son dos bases ortonormales
del mismo EVME (V, g), las métricas auxiliares dadas por la ecuacién (2.2) a partir de
B, B’ coinciden con g. Esto nos dice que el concepto de endomorfismo autoadjunto y los
resultados que obteniamos en la Seccién 2.5 apoyandonos en la métrica euclidea asociada
a una base B son ahora validos para cualquier métrica euclidea. En particular, se tiene lo
siguiente:
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Lema 2.6.2 Dado un EVME (V,g), un endomorfismo f € Endgr(V'), son equivalentes:
1. f es autoadjunto respecto a g.
2. Eziste B base ortonormal de (V, g) tal que M(f, B) es simétrica.

3. Para toda base ortonormal B de (V,g), M(f,B) es simétrica.

. Cémo es la matriz de cambio de base entre bases ortonormales?
Del Lema 2.2.1 se deduce que si B, B’ son bases ortonormales de un EVME (V g),
entonces M (1, B, B") € O(n), donde

O(n) = {A e M,([R) | AT = A7'} € GI(n,R) (grupo ortogonal).
En particular, el determinante de toda matriz ortogonal es +1.

Lema 2.6.3 Sea (V,g9) un EVME, B wuna base ortonormal y B’ una base cualquiera.
Entonces, B' es ortonormal si y sdlo si M(1y, B, B') € O(n).

Demostracion. Ejercicio. O

2.7. Suplemento ortogonal en un EVME.

Continuamos suponiendo que (V, g) es un EVME.

Definiciéon 2.7.1 Sea U < V un subespacio vectorial. Se define el suplemento ortogonal
de U respecto a g como Ut = {z € V | g(z,y) = 0, Yy € U}, que es un subespacio
vectorial de V por la linealidad de g en la primera variable.

Ejemplo: en (R?,g) siendo Mp,(g) = (1 5

entonces UL = L({(1,-2)}).

2 1> (métrica euclidea), si U = L({(1,0)}),

Nota 2.7.1 Podiamos haber definido U+ de la misma forma si (V,g) sélo es un EVM,
pero en ese caso no tiene porqué darse el primer apartado del lema siguiente, con lo que
no deberfamos llamar suplemento a U" sino simplemente el subespacio ortogonal de U.
Ver el Ejercicio 41.

Lema 2.7.1 Sea (V,g) un EVME y U un subespacio vectorial de V. Entonces:

1.V=UaU=L.
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2. (UHt=U, {0}t =V, Vi=/{0}.

Demostracién. Veamos que V = U+U. Tomemos una base ortonormal By = (z1,...,2k)
de (U, g|luxv)- Ampliamos By a una base (1, ..., %k, Ykt1, - - -, Yn) de V y aplicamos a esta
ultima el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt. De esta forma, obtenemos una
base ortonormal de (V,g) del tipo (z1,..., %k, xs1,--.,2,) (los primeros k vectores no
cambian), y claramente x; € UtVi=k+1,....,n. Asique V=U+U".

Si x € UNU", entonces g(x,z) = 0 luego 2 = 0 porque g es euclidea. Por tanto,
UNU*L = {0} y 1 esta probado. 2 se deja como ejercicio. O

Definicién 2.7.2 Sea (V,g) un EVME y U un subespacio vectorial de V. Definimos la
proyeccion ortogonal de V' sobre U como py: V — V, py(x) = z1 € U, donde x = x1 + x2,
xo € UL (esta descomposicién es tinica por el apartado 1 del Lema 2.7.1).

Es facil comprobar que py es lineal, luego pyy € EndrV'. De forma anédloga podemos definir
pyL, y se cumple py + pyr = 1y. Ademads, py es un endomorfismo autoadjunto respecto
a g, como consecuencia del apartado 2 del siguiente lema.

Lema 2.7.2 Sea U < V. Entonces:
1. pyopy =pu (pu es una proyeccion).
2. 9(pu(x),y) = g(x,pu(y)), Yo,y € V.
3. py es diagonalizable, y U = Im(py) = Vi, U+ = ker(py) = Vi (subespacios propios).

4. 3B base ortonormal de (V,g) tal que M (py, B) es diagonal.

Demostracion. Los apartados 1 y 2 se dejan como ejercicio. Para los apartados 3 y 4,
notemos que la restriccién de pyy a U es 17 y la restriccién de pyy a UL es idénticamente cero.
Finalmente, si By es una base ortonormal de (U, gluxr) v By es una base ortonormal
de (UL, g|yLypL), entonces B = (By, By.) es una base ortonormal de (V,g) tal que
M (pu, B) es diagonal (con unos y ceros en la diagonal). O

2.8. Diagonalizaciéon de endomorfismos autoadjuntos.

Lema 2.8.1 Toda matriz A € S,(R) tiene (al menos) un valor propio real.
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Demostracion. Sea pa(t) = det(A — tI,,) € R[t] el polinomio caracteristico de A. El Teo-
rema Fundamental del Algebra asegura que Ja € C tal que pa(a) = 0. S e trata de
comprobar que a € R (en particular, A tendra un vector propio REAL asociado a a).

Como a es autovalor complejo de A, 3z = (21,...,2,)T € C" — {0} tal que Az = az, y
n
(2.5) ZTAz =7 az = azl 2 = az |2 2.
j=1
Ademis,
n n n n
(2.6) ZTAZ = Z(ft)l(Az)l = Zfi Zaijzj = Z ZiGij%5 € C.
i=1 i=1 j=1 i,j=1
Por tanto,
o n
(2.7) ZT Az = Z ATETR
ij=1

Como A es simétrica, (2.6) y (2.7) coinciden luego 27 Az € R. Como > i1 z|* € R— {0},
de (2.5) se deduce que a € R. O

Tomemos una métrica euclidea g sobre V, y consideremos el espacio vectorial A, de
endomorfismos autoadjuntos respecto a g (ver la Nota 2.6.2).

Proposicién 2.8.1
Sea f € Ay. Entonces:

1. SiU <V cumple f(U) C U, entonces f(U+) C U*.
2. f tiene (al menos) un valor propio real.

3. Sia #beR son valores propios distintos de f, entonces V, L V.

Demostracion. Sixz € UL e y € U, entonces g(f(z),y) = g(z, f(y)) = 0 por ser f(y) € U;
esto prueba 1. El apartado 2 es consecuencia directa de los Lemas 2.5.1 y 2.8.1.

Veamos 3: si z € V,, e y € V3, entonces ag(x,y) = glaz,y) = g(f(z),y) = g(z, f(y)) =
g(z,by) = bg(z,y) luego g(z,y) = 0. O

Teorema 2.8.1 Sea (E,g) EVME y f € A,. Entonces existe B base ortonormal de (V, g)
tal que M(f,B) es diagonal.
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Demostracion. (Por induccién sobre n = dimV). Si n = 1 no hay nada que probar.
Supongamos que el teorema es cierto para n — 1. Sea V(R) con dimV =ny f € A,
Por el apartado 2 de la Proposicién 2.8.1, existen a € Ry x1 € V — {0} tales que
f(x1) = azx1. Reescalando, pordemos suponer que g(x1,21) = 1. Sea U = L({z}). Como
f(U) C U, el apartado 1 de la Proposicién 2.8.1 implica que f(U+) C U+, luego f|; 1 es un
endomorfismo autoadjunto del EVME (U™, g1 71 ). Como dim U+ = n—1, por hipétesis

de induccién existe una base ortonormal By = (xa,...,7,) de (UL, glpLypyL) tal que
M (f|y1, B1) es diagonal. Tomando B = (x1,22...,%,) obtenemos una base ortonormal
de (V,g9) y M(f,B) es diagonal. O

Corolario 2.8.1

1. Toda matriz simétrica real es ortogonalmente diagonalizable: si A € S,(R), entonces
AP € O(n) tal que P'- A- P es diagonal'.

[\

. Si (V,g) es un EVME de dinensidn finita y g’ € S2(V'), entonces AB base ortonormal
de (V, g) tal que Mp(g') es diagonal.

w

. Si (V,g) es un EVME de dimension finita y F es una forma cuadrdtica sobre V,
entonces 3B = {v1,...,v,} base ortonormal de (V,g) y Ir1,...,r, € R tales que

n
F(x) = Zria% para todo v €'V,
1=1

donde xp = (ai,...,a,) son las coordenadas de x respecto a B.

4. Si 'V es un espacio vectorial real de dimension finita y g € So(V), entonces AB base
de (V,g) tal que Mp(g') es diagonal.

5. Si F' es una forma cuadrdtica sobre un espacio vectorial real de dimension finita V,
entonces 3B = {v1,...,v,} base de V y 3ry,...,r, € R tales que

n
F(z) = Zriaf para todo v €V,
i=1

donde xp = (ai,...,a,) son las coordenadas de x respecto a B.

Demostracion. Para el apartado 1, sea A € S,(R). Sea (V,g) un EVME con dimV =ny
B una base ortonormal de (V, g). Por el Lema 2.5.1, existe f € A, tal que M(f, B) = A.
Por el Teorema 2.8.1, existe B’ base ortonormal de (V,g) tal que M(f, B’) es diagonal.

'Como P € O(n), esta diagonalizacién de A es por semejanza y por congruencia simultdneamente.
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Consideremos la métrica g’ € S2(V) asociada a f (es decir, for = f, ver el Teorema 2.5.1).
Entonces, Mp(¢') = M(f,B) = Ay Mp/(¢') = M(f,B") usando dos veces la ecuacién
(2.4). Por tanto, el Lema 2.2.1 nos dice que Mp/(¢') = PT - Mp(g)- P = PT-A- P, donde
P = M(1y,B’,B) € O(n) por el Lema 2.6.3. Esto prueba el apartado 1. 2 y 3 se dejan
como ejercicio. 4 y 5 se obtienen aplicando 2 y 3 tras haber elegido una métrica euclidea
auxiliar sobre V. O

2.9. EIl Teorema de Sylvester.

Sabemos que todo EVME admite una base ortonormal. El siguiente resultado genera-
liza esta propiedad.

Teorema 2.9.1 (Sylvester) Sea (V,¢') un EVM. Entonces, existen s,r € NU {0} que
sdlo dependen de g’ y existe una base ordenada B de V' tal que (por cajas)

~I,] 00
(2.8) Mg(d)=|"0 |1, |0
000

A s se le llama el indice de (V,g"); ar+ s se le llama el rango de (V,¢'); y an — (r + s)
la nulidad de (V,g'). La signatura de (V,g') es el nimero de ceros, 1 y -1 de la matriz
Mpg(g') (esto no depende de B, sino sélo de ¢’ ).

Demostracion. Tomemos una base ordenada auxiliar By de V' y sea g € S2(V) la métri-
ca euclidea dada por (2.2) cambiando B por Bj. Por el apartado 2 del Corolario 2.8.1,
dBs = {y1,...,yn} base ortonormal de (V,g) tal que Mp,(¢') es diagonal. Reordenamos
los vectores de Bs de forma que primero estén los vectores correspondientes a valores
propios negativos, luego los asociados a positivos y por tltimo a cero. Si ¢'(y;,y;) < 0,
definimos z; = \/ﬁyﬁ si ¢'(yj,y5) > 0, definimos z; = \/ﬁyﬁ finalmente, si
d'(yj,yj) = 0, definimos z; = y;. Ahora B = {z1,...,x,} cumple que Mp(g’) es como en
el enunciado del teorema.

S6lo queda ver que s,r no dependen de la construccién anterior. Supongamos que B’
es otra base ordenada de V tal que

—Iy] 010
MB’ (g/) = 0 Ir/ 0
0 010

Se trata de ver que s = s’ y r = /. Como las matrices Mp/(g), Mp/(g') son congruentes,
tienen el mismo rango. Por tanto, s + r = s’ + r’. Queda ver, por ejemplo, que s = s'.
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Llamemos
B = {xlv"' yLss Ls+1s -+ - 7xs+7’7'r5+7“+17"'7$n}7
! / / / / / /
B = {2, T Ty s Ty s T s 5 T )

Supongamos, por reduccién al absurdo, que s > s (si s < s’ el razonamiento es andlogo).
Considero los subespacios vectoriales de V'

U1 = L({xl, PN ,xs}), UQ = L({x;/+1, PN ,.I'IS/+T./,.’L';/+T/+1, .. ,I',/n})

Entonces, dim(U; NUs) = dim Uy +dim Uy —dim(U; + Us) = s+ (n— ') — dim(Uy + Uz) >
s+(n—8§)—n=s—35>0,luego Iz € U1 NUs, x # 0. Como z € Uy, g(x,x) < 0. Como
x € Us, g(x,x) > 0, contradiccién. O

Corolario 2.9.1

1. Dada A € S,,(R), ezisten s, € NU{0} que sdlo dependen de A (con r+ s = rango(A))
y existe P € Gl(n,R) tales que

—I,|olo
Pl-A-P= 0 [ 10
0 [o0]o0

2. St V(R) es un espacio vectorial real y F' es una forma cuadrdtica sobre V', entonces
existen s,r € NU{0} que sdlo dependen de F y existe una base B = {v1,...,v,} de

V tales que
s s+r
F(z) = —Za? + Z a?  para todo v €V,
i=1 i=s+1
donde xp = (ai,...,a,) son las coordenadas de x respecto a B.
Demostracion. Ejercicio. O

2.10. Isometrias.

Definicién 2.10.1 Una aplicacién f: (V,g) — (V’,¢') entre EVM se llama isometria si
es lineal, biyectiva y

(2.9) g (f(x), f(y) =g(x,y) VYo,yeV.

Luego una isometria es un isomorfismo entre EVM que conserva las métricas.
Como los dos miembros de (2.10) son bilineales (supuesto que f es lineal), que se dé
(2.10) equivale a que se cumpla sélo para los vectores de una base de V.
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Definicién 2.10.2 Dos EVM (V,g), (V',¢’) se dicen ISOMETRICOS si 3f: (V,g) —
(V',¢') isometria. La composicién de dos isometrias entre EVM es una isometria (ejerci-
cio 29) y ‘ser isométrico a’ es una relaciéon de equivalencia en el conjunto de los EVM.

Por ejemplo, dos EVME seran isométricos si y sélo si tienen la misma dimensién. Esto no
es verdad para EVM generales:

Corolario 2.10.1 Sean (V,g), (V',¢") dos EVM. Entonces, son equivalentes:
1. (V,q), (V',g") son isométricos.
2. dimV = dim V', Indice(V, g) = Indice(V'¢’) y Rango(V, g) = Rango(V’,¢).
3. dimV = dim V’, Indice(V, g) = Indice(V'¢’) y Nulidad(V, g) = Nulidad(V’, ¢’).

4. (V,g), (V',4") tienen la misma signatura.

Demostracion. La relacién entre la dimensién, la nulidad y el rango y la signatura nos
dice que basta probar que 1 y 2 son equivalentes.

Si 1 se da, existe f: (V,g) — (V',¢') isometria. Aplicando el Teorema de Sylvester a
(V,g), existen s, € NU {0} que s6lo dependen de g y existe una base ordenada B de V'
tal que Mp(g) se escribe como en (2.8). Como f es isomorfismo de espacios vectoriales,
f(B) serd una base de V'. Por ser f isometrfa, tenemos My(p)(g') = Mp(g), luego (V', ¢')
tiene la misma dimensién, indice y rango que (V,g), y 2 estd probado.

Reciprocamente, supongamos que 2 se da. Aplicando a (V,g), (V',¢') el Teorema de
Sylvester, existirdn s, 7 € NU{0} (los mismos para g, ¢') y bases ordenadas B de V' y B’ de
V' tales que Mp(g) y Mp/(g') se escriben simultdneamente como en (2.8). Consideremos la
tnica aplicacién lineal f: V — V' que lleva cada vector de B en el correspondiente vector
de B’, sin alterar el orden de los vectores en las bases. Entonces, Mp(g9) = Mp/(g') =
My y(g') luego f es una isometria de (V, g) en (V',g’) y se tiene 1. O

Proposicién 2.10.1 Sea (V,g) un EVME con dimV = n y B una base ordenada orto-
normal de V. Entonces:

1. Dada A € Gl(n,R), sea f: V — V el inico automorfismo de V tal que M(f, B) = A.
Entonces, f es una isometria de (V,g) en si mismo si y sélo si A € O(n).

2. El conjunto Iso(V,g) = {f: (V,9) — (V,g) | f isometria de (V,g) en si mismo}
es un grupo con la composicion, y la aplicacion Fp: Iso(V,g) — O(n) dada por
Fp(f) = M(f,B) es un isomorfismo de grupos.
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Demostracion. Si f es una isometria, se tiene Mp(g) = My(p)(g9) = PT - Mp(g) - P donde
P = M(1ly, f(B),B) por el Lema 2.2.1. Notemos que M(1y, f(B),B) = M(f,B) = A,
luego P = A. Finalmente, Mp(g) = I, porque B es ortonormal, luego A € O(n). El
reciproco de 1 y el apartado 2 se dejan como ejercicio. O

Dentro de O(n) tenemos el subgrupo normal SO(n) = {A € O(n) | det A = 1}, que
se llaman las matrices de rotaciones. Veremos en el Lema 3.5.2 y en la Nota 3.5.1 que
toda matriz A € SO(2) es realmente la matriz de una rotacién de cierto angulo 6 € [0, 27)
alrededor del origen en R?, y en el Teorema 3.5.2 que toda A € SO(3) es la matriz de una
rotacién de cierto angulo 6 € [0,27) alrededor de una recta que pasa por el origen en R3.

2.11. Conicas y cuadricas.

Para terminar este tema, veremos como aplicacion como reconocer el tipo de una
ecuacién cuadratica en dos o tres variables.

2.11.1. Ecuaciones cuadraticas en el plano. Modelos.

Dada una ecuacién cuadratica en dos variables x, y,
(2.10) P(z,y) = az® + 2bzy + cy? + 2dx + 2ey + f =0

con (a,b,c) # (0,0,0), llamaremos cdnica al lugar geométrico de los puntos (z,y) € R?
que cumplen (2.10). ;Cudntos tipos de conicas hay? ;Cudles son sus elementos notables?
., Cémo reconocer a partir de (2.10) a qué tipo de cénica representa?

Probaremos que tras una traslacién, un giro y una homotecia en el plano, cualquier
ecuacién como (2.10) puede reducirse en una de las ’cénicas’® canénicas, que son las
siguientes (ver Figura 2.1):

1. Elipse (incluye circunferencia): 5. Par de rectas secantes: ﬁ—; — z—j =0.

2 |y

o4 Y =1,

a T b 6. Pardbola: y = az?.

ca? oy

2. Punto: 7 + 7 = 0. 7. Par de rectas paralelas: 2% = 1.
3. lfzamoygelipse imaginaria): 8. Recta doble: 22 — 0.

aﬁ + b72 - —1

, , 9. Vacio (par de rectas paralelas imagina-

4. Hipérbola: &y — 4 = 1. rias): 22 = —1.

?Los casos 2,3,5,7,8 y 9 no son estrictamente cénicas, sino que aparecen como casos degenerados de
aquellas.
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2 6 6 6 6 o
4 4 4 4
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Figura 2.1: De izquierda a derecha: elipse, hipérbola, par de rectas secantes, parabola, par
de rectas paralelas, recta doble.

El proceso que estudiaremos permite hacer esta reduccién, y asi clasificar el tipo de
nuestra ecuacion cuadrética (2.10).
2.11.2. Expresion vectorial de una cénica.

Llamamos

(2.11) X_<z), A-(Z i)eSQ(R)—{O}, k—<z>,

entonces (2.10) se escribe

(2.12) P(X")=XTAX +2k"X + f=0.

2.11.3. Determinacién del centro de la cénica (si existe).

Dado h € R?, ;Podemos eliminar la parte lineal de la ecuacién (2.12) mediante una
traslacion X — X + h de las coordenadas?

PXT+nr") = (XT+hrDAX +h)+2k"(X +h)+ f
= XTAX+XTAh+hTAX +hTAh+2ETX +2kTh+ f
XTAX +2(hTA+ kD)X + P(hT),

luego anular la parte lineal de (2.12) equivale a elegir h tal que h' A + kT = 0, es decir,
como una solucién del sistema de ecuaciones lineales Ah = —k.

Definicién 2.11.1 Un centro de la ecuacién (2.12) es un punto h € R? tal que Ah = —k.
Observemos que:

1. Si det(A) # 0, entonces Ah = —Fk tiene solucién tnica (el centro es 1unico). Esto
ocurre en las “conicas’ candnicas 1,2,3,4 y 5, que tienen matriz A regular.

2. En los casos 7,8,9, la matriz A tiene rango 1 y el sistema Ah = —k tiene infinitas
soluciones, luego hay infinitos centros.
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3. En el caso 6, A tiene rango 1 pero el sistema Ah = —k no tiene solucién, luego no
hay centro.

Si suponemos que existe al menos un centro h € R? de la ecuacién P(z,y) = 0, ésta
se puede reescribir salvo una traslacién de coordenadas como

(2.13) P(X")=PX"+r")=XTAX + P(h") =0,

es decir, hemos reducido la ecuacién original para que no tenga parte lineal.

2.11.4. Determinacién de los ejes de la cénica.

;Podemos simplificar la parte cuadratica de (2.13)? Para esto usaremos un giro en R?,
en vez de una traslacién como hicimos en la seccién anterior.

Para hacerlo més general (no exigiremos que la ecuacién cuadrética original tenga
centro), supondremos que la nuestra ecuacién cuadrética se escribe como en (2.12). Dada
B € GI(2,R), la aplicacién X + BX es un automorfismo de R?, y

(2.14)  P((BX)")=(BX)"ABX +2k"BX + f = X" (B"AB)X + 2k" BX + f.

Por otro lado, como A € S3(R), existe B € O(2) tal que

T o (M0
BAB—D.—(O I

Escribimos B por columnas, P = (b, bs). Como B~! = BT, se tiene

A1 0O

A-(b1,by) = AB = BD = (b1, by) < 0

) = (A1b1, A2ba),

es decir, Ab; = \;b;, i = 1, 2. Por tanto, las columnas de B son vectores propios de A. Esto
también se podria haber deducido de la demostracién del apartado 1 del Corolario 2.8.1.
Geométricamente, que la matriz B sea ortogonal nos dice que la base de vectores propios
formada con sus columnas es ortonormal. Cambiando uno de ellas de signo se consigue
que esta base ortonormal se obtenga rotando la base usual de R? es decir, las nuevas
coordenadas (z’,1") respecto de esta base se obtienen rotando las coordenadas originales
(z,y) (en particular, el término independiente de la ecuacién cuadritica no cambia).

2.11.5. Ecuacién reducida de una cénica y discusién de tipos (diagona-
lizando).

Retomemos nuestro estudio de la ecuacién cuadrética P(z,y) = 0 dada por (2.10).
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Si no hay centro, vamos a probar que la cénica es una parabola. En este caso, det(A) =
A1+ A2 = 0 (en caso contrario, el sistema Ah = —Fk serfa de Cramer luego existiria un tinico
centro, contradiccién). Tras posiblemente cambiar A; por Ay (es decir, cambiar de orden
los vectores propios de A que componen las columnas de B), podemos suponer A; # 0 y
A2 = 0 (los dos valores propios no pueden anularse simultdneamente porque A no es la
matriz cero). Asi, (2.14) se reduce a X ' DX +2k"BX + f = 0, que es del tipo

(2.15) M(z')? +2d'2’ + 2y + f =0,

para ciertos coeficientes d’, ¢’ € R (respecto a las coordenadas (2/,y") rotadas de las (z,y)
de forma que el eje 2’ lleva la direccién de b1). Y sabemos que €’ # 0, porque en las nuevas
coordenadas el sistema incompatible de ecuaciones lineales que define los centros es

A0 P\ _ ([ d
0 0 ny ) e )’
Ahora podemos ‘cuadrar’ los términos con z’ en (2.15):
U

d 2
(2.16) Al <x’ + M) +2e'y + f -

(d')?
A1

=0.

Hacemos el cambio de coordenadas siguiente (que no cambia los ejes):

n__ 0 d
{:U =T+ 5

d/2
y”:—/—%-i-()

2e’\1?
con lo que (2.16) nos queda
A\ ($//)2 — 2y =0,

que es una pardbola estdndar, simétrica respecto del eje 2”. Y los elementos notables de la
parabola (vértice, foco, directriz) se pueden calcular ficilmente a partir de los coeficientes
anteriores.

A partir de ahora, supondremos que la ecuacién (2.10) no representa una parabola, y
por tanto podemos elegir un centro » € R2. Habfamos reducido (2.10) a (2.13), P/(X ") =
P(XT +h") = XTAX + P(h") = 0. Si ahora rotamos los ejes coordenados para que
lleven las direcciones de los vectores de la base ortonormal {b1,b2} de la seccién anterior,
la ecuacién se escribird en las coordenadas rotadas (z,y) como

(2.17) M)+ X ()P +P(hT) =0,

que es la ecuacién reducida de la cénica. Ahora es ya muy facil clasificar nuestra ecuacién
atendiendo a la lista de la cénicas canénicas:



2.11. CONICAS Y CUADRICAS. 35

1. Si A1 - A2 > 0, salvo multiplicar (2.17) por —1 podemos suponer que A, Ay > 0. En
este caso:

)

b)
¢)

Si P(h") < 0, la ecuacién (2.17) representa una elipse con centro (z',y') =
(0,0) y semiejes a = 1/y/A1, b = 1/4/Ag en las direcciones de los ejes z’,y’
respectivamente. Por tanto, la ecuacién original (2.10) representa una elipse
con centro h = —A~'k y semiejes a = 1/y/A1, b = 1/1/A2 en las direcciones de
b1,b2. En el caso a = b (es decir, A} = A2), la elipse es una circunferencia de
radio \/—P(hT)/ ;.

Si P(h") =0, (2.10) tiene como tinica solucién al centro h = — A~ k.

Si P(hT) > 0, la ecuacién (2.10) no tiene soluciones en R2. Este caso se llama
elipse imaginaria.

2. Si A1 - Xy <0, tenemos dos casos:

)

b)

Si P(h") # 0, la ecuacién (2.10) representa una hipérbola con centro h =
— A7k y semiejes a = 1/4/|\1], b = 1/4/|\2| en las direcciones de by, bs.

Si P(hT) = 0, (2.10) representa un par de rectas secantes que se cortan en el
centro h = —A~'k y cuyas direcciones bisecan las direcciones de by, bs.

3. Finalmente, si A1 - A2 = 0 podemos suponer A\; > 0y A2 = 0 (los dos valores propios
no pueden anularse simultdneamente porque A no es la matriz cero), luego (2.17) se
reduce a A\ (z')? + P(h") = 0. Tenemos ahora tres casos:

a)

2.11.6.

Si P(h") <0, (2.17) representa el par de rectas paralelas 2’ = £1/—P(hT)/);.
Por tanto, (2.10) representa un par de rectas paralelas en la direccién de be y
que estén a distancia 2./—P(hT)/A\1 > 0 entre ellas. Esto nos dice que (2.10) se
puede factorizar como (max + ny + t)(mz + ny +t') = 0 para ciertas constantes
m,n,t,t' con (m,n) # (0,0) y t #t.

Si P(h") = 0, (2.17) representa una recta doble de ecuacién z’ = 0, luego
(2.10) representa una recta doble en la direccién de by, y (2.10) se factoriza
como (mx + ny +t)? = 0 para ciertas constantes m,n,t con (m,n) # (0,0).

Si P(hT) > 0, entonces (2.17) (y por tanto también (2.10)) no contiene ningiin
punto de R2. Este caso se llama recta doble imaginaria.

Determinacién del tipo de una cénica sin pasar por su diagona-
lizalizacion.

Si sélo estamos interesados en clasificar la cénica (2.10) pero no en calcular sus ele-
mentos notables, es posible hacerlo sin diagonalizar.
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A |k
Teorema 2.11.1 Consideremos la matriz de orden 3 simétrica M = < T 7 ) . Enton-
ces:

1. Sidet M #0 ydet A=0 = (2.10) representa una pardbola.
2. Sidet M #0 ydet A< 0 = (2.10) representa una hipérbola.
3. Sidet M #0 y det A > 0 entonces hay dos opciones:

a) adet M <0 = (2.10) representa una elipse (o circunferencia).

b) adet M >0 = no tiene soluciones en R? (elipse imaginaria,).

4. Sidet M =0 = (2.10) se descompone como producto de dos rectas, un unico punto
o el conjunto vacio. En particular, (2.10) es una cdnica degenerada.

Demostracion. Supongamos que det M # 0 y que det A = 0. Por tanto, A tiene rango 1.
Como det M # 0, las tres filas de M son linealmente independientes, en particular sus dos
primeras filas, (A|k), lo son. Esto nos dice que el rango de la matriz ampliada (A| — k)
del sistema de ecuaciones lineales Ah = —k, es dos. Como A y (A| — k) tienen distintos
rangos, el sistema Ah = —k no tiene solucién (es decir, no hay centro) luego representa
una parabola por la seccién 2.11.3. Esto prueba el apartado 1.

Supongamos ahora que det A # 0. Por tanto, existe h € R? solucién de Ah = —k
luego podemos cambiar las coordenadas X T = (z,y) por una traslacién de vector h' para
transformar la ecuacién (2.10) en X" AX + P(h") = 0 (ver la ecuacién (2.13)), que tiene

A 0
matriz asociada M’ = ( o [P ) Notemos que P(h") = hT Ah+2kTh+f = kTh+f,
y por tanto:
(2.18)

Alk Y\ w A | k+ Ah A 0 -
det M = det 2 et = det = P(h")det A
¢ e(ﬁ) e(kaJrkTh) e(k:T P(hT)> (h')det 4,

donde en (x) hemos sumado a la tercera columna una combinacién lineal de las dos pri-
meras columnas con coeficientes respectivos las coordenadas de h respecto a la base usual.
Ahora, la discusién de casos de la subseccién 2.11.5 para la ecuacién X "AX + P(hT) =0
(que es una trasladada de la original) y (2.18) implican:

» Sidet M # 0y detA < 0 = los valores propios de A tienen signos distintos y
P(h") # 0, luego el caso (2-a) de la discusién de la subseccién 2.11.5 nos dice que
(2.13) representa una hipérbola, y también (2.10). Esto prueba el apartado 2.
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» Sidet M # 0y det A > 0, nos fijamos en el signo de adet M (notemos que adet M #*
0, porque en caso contrario a = 0 luego det A < 0, contradiccién) para probar el
apartado 3:

e En el caso de que adet M < 0, multiplicando la ecuacién (2.10) por —1 podemos
suponer a > 0, y por tanto, det M < 0. Esto y (2.18) nos dicen que P(h') < 0.
Por otro lado, los valores propios de A son ambos positivos (tienen el mismo
signo porque det A > 0, y el valor propio A1 = [(a + ¢) + \/(a — ¢)? + 4b?]
es positivo porque ¢ > 0, ya que en caso contrario det A = ac — b? < ac < 0,
contradiccién), luego el caso (1-a) de la discusién de la subseccién 2.11.5 nos
dice que (2.13) representa una elipse (o una circunferencia, exactamente cuando
los semiejes sean iguales, lo que equivale a a = ¢), y también (2.10).

e Si por el contrario adet M > 0, de nuevo multiplicando la ecuacién (2.10) por
—1 podemos suponer a > 0, y por tanto, det M > 0. Esto y (2.18) nos dicen que
P(hT) > 0. Como los valores propios de A son ambos positivos por el mismo
razonamiento de antes, el caso (1-c) de la discusién de la subseccién 2.11.5 nos
dice que (2.13) es una elipse imaginaria, y también (2.10).

Finalmente probamos el apartado 4. Si det M = 0, tenemos tres opciones:

= Sidet A # 0, entonces existe el centro y podemos aplicar el razonamiento del parrafo
segundo de esta demostracién. Por tanto, (2.18) nos dice que P(hT) = 0 luego los
casos (1-b) y (2-b) de la discusién de la subseccién 2.11.5 nos dicen que (2.13)
representa un punto o a un par de rectas secantes.

» Si det A = 0 pero hay centro (r(4) = r(Alk) = 1), también podemos aplicar el
razonamiento del parrafo segundo de esta demostracion y reducir el estudio de la
cénica original a la cénica trasladada X T AX + P(h") = 0. En este caso, los casos
(3-a), (3-b) y (3-c) de la discusién de la subseccién 2.11.5 nos dicen que la cénica es
un par de rectas paralelas, una recta doble o una recta doble imaginaria.

» Si no hay centro (1 = r(A) < r(Alk) = 2), la cénica es una pardbola. Pero es-
to es imposible, ya que la matriz canénica de una pardbola y = axz? es del tipo

a 0 0
0 0 —1/2 |, que tiene det M # 0, contradiccién.
0 —1/2] 0 O

2.11.7. Ecuaciones cuadréticas en el espacio (cuddricas). Modelos.

Consideremos una ecuacién polinémica de grado 3 en las variables x, ¥, z:
(2.19)
P(z,y,z) = anz’+ a22y2 +assz®+ 2a100y + 2a1312 + 2a903y 2 + 2k1x + 2koy + 2ksz+ f = 0,
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siendo los coedificentes de grado dos no todos nulos a la vez. Probaremos que tras una
traslacién, un giro y una homotecia en el espacio, cualquier ecuacién como (2.19) puede

transformarse en una de las ’cuddricas™ canénicas, que son las siguientes (ver Figura 2.2):
1. Elipsoide (incluye esfera): 9. Cilindro sobre una elipse imaginaria
2 2 2 , 2 2
Lt h+E =1 (vacio): &5 + #7 = —1.
2. Punto: % + %2 + ié =0. 10. C2ilind1;o sobre una hipérbola:
T — Y% =41,
3. Vacio (elipsoide imaginario): at b7
ﬁ + ﬁ + é = -1 x? y2
2T Tt=z=—1L 11. Par de planos secantes: 75 — 37 = 0.
4. HQiperbflOidf de dos hojas: 12. Cilindro sobre una parbola: y = az?.
Brhoa=l

) 13. Paraboloide eliptico: z—z + z—z = z.

5. Cono: §—§+g—§—§—2:0.

. . T
6. Hiperboloide de una hoja: 14. Paraboloide hiperbdlico: %5 — 5 = 2.
2 2
o+ %2 -5 =1 15. Par de planos paralelos: z? = 1.

7. Cilindro sobre una elipse: 2—; + %—; =1. 16. Plano doble: 2> = 0.

8. Cilindl;o sobre un punto (recta en Rg)i 17. Vacio (par de planos paralelos imagi-
2
L+ 4% =0. narios): 22 = —1.

Estudiaremos el proceso que permite reducir la ecuacién cuadritica general (2.19) a
una de las anteriores, y asi clasificarla (calcular su tipo).

2.11.8. Expresiéon vectorial de una cuadrica.

Llamamos
T k1
(2.20) X = Y , A= (aij)i,j S Sg(R) — {0}, k= ko R
z k3
luego (2.19) se escribe
(2.21) PX"Y=XTAX +2k"X 4+ f =0,

es decir, es la misma ecuacién que (2.12) pero adaptada al caso 3-dimensional. Esto nos va
a permitir pasar directamente al caso tridimensional algunos de los argumentos del caso
bidimensional.

3Los casos 2,3,9,11,15,16 y 17 no son estrictamente cuadricas, sino que aparecen como casos degenerados
de aquellas.
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Figura 2.2: De izquierda a derecha y de arriba a abajo: elipsoide, hiperboloide de dos ho-
jas, cono, hiperboloide de una hoja, cilindro sobre una elipse, cilindro sobre una hipérbola,
par de planos secantes, cilindro sobre una parabola, paraboloide eliptico, paraboloide hi-
perbdlico, par de planos paralelos.

2.11.9. Determinacién del centro de la cuddrica (si existe).

Dado h € R3, para eliminar la parte lineal de la ecuacién (2.21) mediante una traslaciéon
X +— X +h de las coordenadas, razonamos exactamente igual que en en caso bidimensional,
obteniendo
PXT+h")=XTAX +2h" A+ kD)X + P(h"),
luego anular la parte lineal de (2.21) equivale a encontrar h € R3 tal que Ah = —k.
Definicién 2.11.2 Un centro de la ecuacién (2.21) es un punto h € R3 tal que Ah = —k.

Como en el caso bidimensional, se tiene:

1. Si det(A) # 0, entonces Ah = —Fk tiene solucién unica (el centro es tnico). Esto
ocurre en las ‘cuddricas’ candnicas 1,2,3,4,5 y 6, que tienen matriz A regular.

2. En los casos 7,8,9,10 y 11, las matrices A y (A|k) tienen rango 2 luego sistema
Ah = —k tiene una famila 1-paramétrica de soluciones, luego hay infinitos centros
que parametrizan una recta.

3. En los casos 12,13 y 14, la matriz A tiene rango estrictamente menor que el rango
de (Alk), luego sistema Ah = —k no tiene solucién, es decir, no hay centro.

4. En los casos 15,16 y 17, las matrices A y (Alk) tienen rango 1 luego sistema Ah =
—Fk tiene una famila 2-paramétrica de soluciones, luego hay infinitos centros que
parametrizan un plano.
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Por tanto, en el caso de cuddricas no podemos determinar a priori el tipo si no existe
centro, pero podemos restringir su tipo: Si no existe centro, la ecuaciéon cuadrati-
ca representa un cilindro sobre una parabola, un paraboloide eliptico o un
paraboloide hiperbdlico.

Si suponemos que existe algiin centro h € R? de la ecuacién cuadrética P(z,y, z) = 0,
entonces igual que en caso bidimensional podemos trasladar coordenadas para eliminar la
parte lineal de la ecuacién:

(2.22) P(X")=PX"T+h")=XTAX + P(h") =0.

2.11.10. Determinacién de los ejes de una cuadrica.

Anélogamente al caso bidimensional, usaremos un giro para simplificar la parte cuadrati-
ca de una cuddrica (posiblemente sin centro) (2.21). Dada B € GI(3,R), sus columnas
definen una nueva base de R3, y la aplicaciéon X — BX es un automorfismo de R3.
Ademas,

(2.23) P(BX)")=XT(BTAB)X +2k"BX + f.
Como A € S3(R), existe B € O(3) tal que

M O 0
B'"AB=D:=| 0 X 0
0 0 X3

Y de nuevo escribiendo B por columnas, B = (b1, be, b3), el mismo argumento del caso
bidimensional nos lleva a que Ab; = \;b;, i = 1,2,3, es decir, las columnas de B son
vectores propios de A.

Recordemos que en este caso, la ecuacion caracteristica de A se escribe

(2.24) pa(\) = det(A — M) = =A% + Tr(A)N? — J(A)A +det A = 0,
donde
J(4) = det( air ai > +det< air ais > +det< az  as; >
a1 ag2 az1 ass az2 ass .

Notemos que (2.24) es una ecuacién polindmica de grado 3 con coeficientes reales (y tres
raices reales contando multiplicidades, porque A es diagonalizable), aunque ya no tenemos
férmulas tan sencillas como en el caso de orden 2 para A para expresar estas raices* . Pero

4Pero existen esas férmulas: dada una ecuacién ciibica 23 4+ az® + bz +c = 0, se calculan Q = %(a2 —3b)
vy R= i(2a3 — 9ab + 27c). El caso de que la ecuacién tiene tres raices reales contando multiplicidades
(esto estd asegurado en nuestro caso, porque A es diagonalizable sobre R) corresponde a que R* < Q% y
en este caso las tres raices vienen dadas por
z1=—-2yQcos(§) — &, x=-2yQcos(HE) - &, z5=-2\/Qcos(E2) - &,
donde cos = Q7%/?R.
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en lo que sigue no vamos a necesitar calcular las raices, sino sélo tendremos en cuenta sus
signos.

Como en el caso bidimensional, que la matriz B anterior sea ortogonal nos dice que
la base de vectores propios formada con sus columnas es ortonormal. Cambiando a lo
més una de ellas de signo se consigue que esta base ortonormal sea positiva®, es decir se
obtiene rotando la base usual de R? cierto dngulo alrededor de cierta recta vectorial. Esto
nos dice que las nuevas coordenadas (2,4, 2) respecto de esta base se obtienen rotando
las coordenadas originales (x,¥, z), y de (2.23) deducimos que el término independiente
de la ecuacién cuadritica no cambia: sigue siendo P(h").

2.11.11. Ecuacién reducida de una cuddrica y discusién de tipos (diago-
nalizando).

Retomemos nuestro estudio de la ecuacién cuadrética P(z,y,z) = 0 dada por (2.19).
Si no hay centro, sabemos que r(A|k) = r(A)+1, y como A es no nula, tenemos dos casos:

1. Sir(A) =2y r(Alk) = 3. Tenemos dos valores propios de A no nulos (podemos su-
poner que son A1, A2) y A3 = 0. Usando (2.23), tenemos que la cuéddrica es equivalente
a X' DX +2k"BX + f =0, que se escribe

(2.25) M) 4+ ()2 +2da" +2dy + 262 + f =0,

respecto a las coordenadas (2,4, 2') rotadas de las (z,y,2) de forma que los ejes
llevan las direcciones de las columnas de B. Y sabemos que €’ # 0, porque en las
nuevas coordenadas el sistema incompatible de ecuaciones lineales que define los

centros es
)\1 0 0 hll C/
0 X 0 Wy | =—| &
0 0 O hg e

Ademads, podemos suponer A; > 0 sin méds que posiblemente multiplicar por —1 la
ecuacién (2.25). Ahora podemos ‘cuadrar’ los términos con 2/, 3’ en (2.25):

7\ 2 7\ 2 /N2 1\ 2
d (d) (d)
2.26 A 'y & A 4+ = 2¢'2 - 27 =
( ) 1($+)\1) + 2<y+)\2> 2z ] A Ao

Hacemos el cambio de coordenadas siguiente (que no cambia los ejes):

/
x”:x’—i—f—}
"no__ .1 d
vy =y +5
m_ _ g _ f (c¢)? (d)?
==z Td+26’A1 +2€’)\2’

5Veremos més sobre esto en la Seccién 3.2.
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con lo que (2.26) nos queda
Al (a:")2 + A2 (y”)2 —2e2" =0,
de donde deducimos:

(a) Si A1, A2 son del mismo signo®, la tltima ecuacién corresponde a un paraboloide
eliptico.

(b) Si A1, A2 son de signos opuestos’, la tltima ecuacién representa un paraboloide
hiperbdlico.

2. Sir(A) =1y r(A|k) = 2. Tenemos un valor propio de A no nulo (podemos suponer
que es A1), ¥y A2 = A3 = 0. Razonando como antes, la cuddrica es equivalente a

(2.27) Al(x/)2 +2d2" +2d'y + 22 + f =0,

respecto a las coordenadas (2,4, 2') rotadas de las (z,y,2) de forma que los ejes
llevan las direcciones de las columnas de B. Y sabemos que (d',¢€’) # (0,0), porque
en las nuevas coordenadas el sistema incompatible de ecuaciones lineales que define
los centros es

A1 0 0 i c
0 0 0 Ll=-| @
0 00 K, ¢
Ahora podemos ‘cuadrar’ el término en 2’ de (2.27):
N\ 2 (C/)Q
(2.28) M2+ ) +2dy +2'2 + f - =0.
A1 A1

Tenemos dos opciones, en funcién de si € # 0 6 ¢/ = 0. En el primer caso, hacemos
el cambio de coordenadas siguiente

ry o<
x—/i_/Al !/
—e'y' +d'z
C/)z

2
"o__
y_

"o__ 1,1 1 f (

2l =—dy —ez — 5+ 5

notemos que el eje 2" no cambia respecto del 2/, pero en el (y/, z’)-plano se cambian
los ejes ortogonales ¥/, 2’ girdndolos a y”, 2" un cierto dngulo, con lo que (2.28) nos
queda

A (x”)2 — 27" =0,

5Esto equivale a que p'y (0) > 0, ya que 0 es valor propio simple de A.
"Es decir, p/4(0) < 0.
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ecuacién que representa un cilindro sobre una parabola (la parabola esta en el plano
(&, 2")).
El segundo caso es que en (2.28) sea ¢ = 0. Comparando (2.28) con (2.16) y ra-

zonando como hicimos alli llegamos a que (2.28) representa un cilindro sobre una
parébola (la parébola estéd en el plano (2/,y')).

A partir de ahora, supondremos que existe un centro h € R3 de la ecuacién (2.19).
Esto permite reducir (2.19) a (2.22) mediante una traslaciéon. Rotamos los ejes coordenados
para que lleven las direcciones de los vectores de la base ortonormal {b;, bs, b3} dada por
las columnas de B, y la ecuacién se escribird en las coordenadas rotadas (2,4, 2') como

(2:29) M) 4+ X (y')? + A3(2)* + P(hT) =0,
que es la ecuacién reducida de la cuadrica. Discutimos casos:

1. Si los tres valores propios son del mismo signo (no cero), tras multiplicar (2.29) por
—1 podemos suponer que Ai, A2, A3 > 0. En este caso:

(a) Si P(hT) <0, la ecuacién (2.29) representa un elipsoide con centro (z/,y/, ') =
(0,0,0) y semiejes a = 1/v/A1, b = 1/v/ A2, ¢ = 1/4/A3 en las direcciones de los
ejes 2’y 2’ respectivamente. Por tanto, la ecuacién original (2.19) representa
un elipsoide con centro h = —A~'k y los mismos semiejes que antes. En el caso
a = b (es decir, \j = \2), el elipsoide se llama esferoide y en el caso a = b = c es
una esfera de radio \/—P(hT)/\1.

(b) Si P(h") =0, (2.10) tiene como tinica solucién al centro h = —A~'k.

(c) Si P(h") > 0, la ecuacién (2.10) no tiene soluciones en R3. Este caso se llama
elipsoide imaginario.

2. Si hay dos valores propios de un signo y el otro del signo contrario (ninguno de ellos
cero), tras multiplicar (2.29) por —1 podemos suponer que Aj, Ao > 0, A3 < 0. En
este caso:

(a) Si P(h") > 0, la ecuacién (2.29) representa un hiperboloide de dos hojas con
centro (2/,y',2') = (0,0,0) y semiejes a = 1/v/A1, b = 1/v/ A2, ¢ = 1//=X3
en las direcciones de los ejes 2/,1/, 2/ respectivamente. Por tanto, la ecuacién
original (2.19) representa un hiperboloide de dos hojas con centro h = —A~ 'k y
los mismos semiejes que antes.

(b) Si P(hT) = 0, (2.19) representa un cono con centro h = —A~'k y semiejes
a = 1/vA1, b =1/, ¢ = 1/y/=)\3 en las direcciones de los ejes z/,y/, 2

respectivamente.
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(c) Si P(hT) < 0, la ecuacién (2.19) representa un hiperboloide de una hoja con
centro h = —A~1k y semiejes a = 1/v/A1, b = 1/y/ A3, ¢ = 1/y/=A3 en las

direcciones de los ejes 2/, 3/, 2/

. Si existe un unico valor propio nulo, podemos suponer A3 = 0 y distinguimos casos

segun los signos de A1 y As:

(a) Si A1 >0y Ay >0, hay 3 casos:

1) P(h") > 0, (2.19) representa un cilindro sobre una elipse imaginaria (no
hay soluciones de (2.19) en R?).

2) P(hT) =0, (2.19) representa un cilindro sobre un punto, es decir, una recta
de R3. Esta recta pasa por el centro h = —A~'k (que es cualquier punto de
la recta) y va en la direccién del eje 2’

3) P(h") < 0, (2.19) representa un cilindro sobre una elipse. Esta elipse tiene

centro h = —A~'k (no es tnico, sino que est4 en una recta en la direccién
de 2') y semiejes a = 1/4/A1, b = 1/y/\2 en las direcciones de los ejes 2/, y'.

(b) Si AtA2 <0, hay 2 casos:

1) Si P(h") # 0, (2.19) representa un cilindro sobre una hipérbola. Esta
hipérbola tiene centro h = —A~'k (no es tinico, sino que estd en una recta
en la direccién de 2') y semiejes a = 1/1/[A\1], b = 1/4/]\a] en las direcciones
de los ejes z',1/.

2) P(hT) =0, (2.19) representa un par de planos secantes, que se cortan en la
recta de centros h = —A ™'k cuya direccién es la del eje 2’. La otra direccién
de cada uno de los planos es la de los ejes 2/, 9/, respectivamente.

(c) Si A1 < 0y A2 < 0, podemos reducir el estudio al caso (3-a) anterior tras
multiplicar la ecuacién por —1. Esto produce que los casos (3-a-i) y (3-a-iii) se
intercambien.

. Finalmente, si 0 es valor propio doble de A (es decir, (A) = 1), podemos suponer

Ao = A3 =0y A1 # 0. Tras posiblemente multiplicar la ecuacién por —1, podemos
suponer A\ > 0. Discutimos sobre el signo de P(h'):

a) Si P(hT) > 0, (2.19) representa un par de planos imaginarios paralelos y no
hay soluciones de (2.19) en R3.

b) P(hT) =0, (2.19) representa un plano doble, que es el conjunto de los centros
h = —A~'k y va en la direccién ortogonal a 2’. En este caso, (2.19) se puede
factorizar como (mx + ny + tz 4+ r)? = 0 para ciertas constantes m,n,t,r € R
con (m,n,t) # (0,0,0).
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¢) P(h") <0, (2.19) representa un par de planos paralelos a distancia —2P(h") /A1,
equidistantes del conjunto de centros h = —A~'k (que forman un plano parale-
lo a los anteriores) y van en la direccién ortogonal a z’. En este caso, (2.19) se
factoriza como (mx+ny—+tz+r)(mx+ny+tz+r') = 0 para ciertas constantes
m,n,t,r,r’ con (m,n,t) # (0,0,0) y r #r'.

2.11.12. Determinacion del tipo de una cuadrica sin pasar por su dia-
gonalizacion.

Al igual que ocurria para cénicas, existe un criterio que no necesita calcular los valores
propios de A sino que sélo depende de los coeficientes de la ecuacién original (2.19), ttil
si s6lo estamos interesados en el tipo de la cuddrica pero no en sus elementos notables.
Enunciaremos el siguiente resultado sin demostracion.

Ak

Teorema 2.11.2 Sea M = < T F

) una matriz de orden 4 simétrica. Entonces:

1. Supongamos que det A # 0. Asociamos a A los siguientes cuatro invariantes: Traza(A),

det A, J(A) dado por (2.24) y o(A) la signatura de A, definida como
o(A) =[P -V],

donde P es el mimero de permanencias de signo en la lista® (det A, J(A), Traza(A), 1)
y V es el numero de cambios de signo en la misma lista.

a) St o(A) =3, hay tres casos segun el signo de det M :
1) Sidet M <0, la ecuacion (2.19) representa un elipsoide.
2) Sidet M =0, (2.19) se reduce a un punto.
3) Si det M > 0, (2.19) representa un elipsoide imaginario (conjunto vacio
en R3).
b) Sio(A) =1, hay otros tres casos:
1) Sidet M <0, (2.19) es la ecuacion de un hiperboloide de 2 hojas.
2) Sidet M =0, (2.19) es la ecuacién de un cono.
3) Sidet M <0, (2.19) es la ecuacion de un hiperboloide de 1 hoja.

2. Supongamos que det A =0 y det M # 0.

a) Si J(A) > 0, entonces (2.19) es la ecuacion de un paraboloide eliptico. Este
caso también se caracteriza porque r(A) =2, r(Alk) =3 y det M < 0.

8Comparar con (2.24). o(A) coincide con el médulo de la diferencia de valores propios positivos y
negativos de A, luego o(A) sélo puede tomar los valores 1 y 3.
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b) Si J(A) <0, entonces (2.19) es la ecuacion de un paraboloide hiperbolico. Este
caso también se caracteriza porque r(A) =2, r(Alk) =3 y det M > 0.

3. Supongamos que det A =0 = det M. En este caso, definimos:

3
o a1 k1 aze ko azz k3 _ .
J(M) —det( bt >+det< by f >+det< by f > K (M) —;detAm,
donde A;; es la matriz adjunta de a; en M.

a) Si J(A) > 0, entonces tenemos tres casos:
1) Si K(M) # 0 y K(M)Traza(A) <0, (2.19) es la ecuacion de un cilindro
sobre una elipse.
2) Si K(M) # 0 y K(M)Traza(A) > 0, (2.19) es la ecuacion de un cilindro
sobre una elipse imaginaria (vacio en R3).

3) St K(M) =0, (2.19) es la ecuacion de un cilindro sobre un punto (recta en
R3). Este caso también se caracteriza por tener r(A) = r(Alk) = r(M) = 2
y p'4(0) < 0 (recordemos que pa(X) es el polinomio caracteristico de A).

b) Si J(A) <0, tenemos dos casos:

1) Si K(M) # 0, (2.19) es la ecuacion de un cilindro sobre una hipérbola.
Este caso también se caracteriza por tener r(A) = r(Alk) =2, r(M) =3y
p'4(0) > 0.

2) Si K(M) = 0, (2.19) es la ecuacion de dos planos secantes. Este caso
también se caracteriza por tener r(A) = r(Alk) =r(M) =2 y p/4(0) > 0.

c) Finalmente, si J(A) =0, tenemos cuatro casos:

1) Si K(M) #0, (2.19) es la ecuacion de un cilindro sobre una pardbola. Este
caso también se caracteriza porque r(A) =1 y r(Alk) = 2.

2) SiK(M)=0yJ(M) <0, (2.19) es la ecuacion un par de planos paralelos.
FEste caso también se caracteriza por tener r(A) =r(Alk) =1, r(M) =2y
P (0) <0, donde par(N) es el polinomio caracteristico de M.

3) St K(M)=J(M)=0, (2.19) es la ecuacion de un plano doble. Este caso
también se caracteriza por tener r(A) = r(Alk) =r(M) = 1.

4) St K(M) =0y J(M) >0, (2.19) es la ecuacion de dos planos parale-
los imaginarios (vacio en R3). Este caso también se caracteriza por tener

r(A) =r(Alk) =1, r(M) =2 y p},(0) > 0.
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2.12. Ejercicios.

1.

10.
11.
12.
13.

Sea V(R) un espacio vectorial real de dimensién n, g € S2(V') y B; una base ordenada
de V. Probar que si B € M, (K) es congruente a Mp, (g), entonces existe una base
ordenada By de V tal que B = Mp,(g).

Prueba el Lema 2.3.1.
Demuestra que todo espacio vectorial real admite una métrica euclidea.

En R? se considera la base usual B, = {e1,e2} y las métricas g, k = —2,-1,0,1,2

dadas por
k1

Estudiar en funcién de k£ de qué tipo es la métrica gy.

. Construye una métrica sobre R? tal que el vector (1,—2) sea ortogonal a todos los

vectores.

Sea (V,g) un EVME. Probar que todo conjunto {yi,...,yr} C V de vectores no nulos
y ortogonales dos a dos es linealmente independiente.

. Prueba que durante el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt, no se cambian

los subespacios generados por cada conjunto ordenado de la base original. Es decir, si
{y1,...,yn} es la base original de V'y {x1,...,z,} es la base ortonormal obtenida por
ortonormalizacién de Gram-Schmidt a partir de ella, entonces

Ly ) ®... o L{yi}) = LUz }) & ... & L({x}), Vi=1,...,n.

Es posible que la restricciéon de una métrica no degenerada a un subespacio sea dege-
nerada (esto no ocurre para métricas euclideas): prueba que la métrica g sobre R? cuya

: 0 1 .
matriz en la base usual es Mp, (g9) = 1 0) es no degenerada, pero que la restriccion

de g a U = L({(1,0)}) es degenerada.

Prueba el Lema 2.6.3.

Prueba el apartado 2 del Lema 2.7.1.

Prueba los apartados 1,2 del Lema 2.7.2.
Prueba los apartados 2 y 3 del Corolario 2.8.1.

Prueba el Corolario 2.9.1.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Sean g, g’ dos métricas sobre el mismo espacio vectorial V' (R), tales que dados z,y € V,
g(z,y) =0sivysdlosi ¢'(z,y) = 0. jTienen que coincidir g y ¢'?

En (R3, go) (producto escalar usual) se consideran los planos vectoriales cuyas ecuaciones
implicitas respecto de la base usual son Uy = {a1 +ay —ag = 0}, Us = {a1 +az+2a3 =
0}. Probar que UlL C Uy y que U2l C Uj pero estas inclusiones no son igualdades.

Sea (V,g) un EVME y p € EndgrV tal que pop = p (es decir, p es una proyeccion).
Demostrar que V' = ker(p) @ Im(p) y que si p es autoadjunto respecto a g, entonces p
es la proyeccién ortogonal de V' sobre el subespacio U = Im(p).

Sea V = {p(x) € R[z] | grado(p(z)) < 2}. Consideremos la aplicacién

1
9V xV SR gpla), () = / p(t)a(t) .

i) Prueba que g es una métrica euclidea sobre V.

i) Demuestra que la base {1, x, 22} no es ortonormal respecto de g y obtén a partir de
ésta, una base ortonormal por el procedimiento de Gram-Schmidt.

Sea V' un espacio vectorial real, y U, W subespacios vectoriales de V tales que V =
U®W. Demuestra que existe una métrica euclidea g sobre V' tal que W es el suplemento
ortogonal de U respecto a g.

Sea f un endomorfismo autoadjunto de un EVME (V,g) de dimensién finita. Prueba
que V es suma directa ortogonal de ker(f) y de Im(f).

En el espacio vectorial C([—1,1],R) con el producto L2, probar que el suplemento
ortogonal del subespacio formado por las funciones pares coincide con el subespacio de
las funciones impares.

En el espacio vectorial M,,(R) con la métrica g(A, B) = Tr(AT - B), calcular el suple-
mento ortogonal del subespacio vectorial formado por las matrices diagonales.

Supongamos que (V,g) es un EVM no degenerado de dimensién n, y U < V es un
subespacio vectorial de dimensién k < n tal que g es no degenerada. Definiendo U~
como en el caso euclideo, probar que V = U@®U. Indicacién: para ver que V =U+U",
toma z € V y una base {x1,...,z;} de U. ;Cudndo el paréntesis en la descomposicién
T = Ele a;T;+ (x — Zle aixi) estd en U7 (traduce esto a un sistema de ecuaciones
lineales).

Sea (V, g) un EVM con dimensién n 'y B una base de V. Probar que un automorfismo f
de V es una isometria de (V, g) en si mismo si y sélo si M (f, B)T - Mp(g)- M(f, B) =
Mg(g).
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31.

32.
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Sea (V,g) un EVM y f: V — V' un isomorfismo de V' en otro espacio vectorial real.
Prueba que existe una dnica métrica g’ sobre V' que hace a f una isometria de (V, g)
en (V',q).

Sea (V',¢') un EVM y f: V — V’ un monomorfismo de otro espacio vectorial real V
en V. Prueba que existe una tnica métrica g sobre V' que hace a f una isometria de

(Vog) en (f(V), 9 [ rvyxfov))-

En R? se consideran las métricas g1, g2, g3 definidas por sus respectivas matrices de
coordenadas respecto de la base ordenada usual B:

2 1 2 -1 0 1
Moo= (55 ) mwte=( 3 1) Mata = () 3 ).
Discutir razonadamente las posibles isometrias que existan entre (RZ?, g;), (R?, g2) vy
(R?, g3).

Sea A € §,,(R), B una base de V(R) y g la tinica métrica sobre V' tal que Mpg(g) = A.
Demuestra que g es euclidea si y sélo si existe Q € Gl(n,R) tal que A = Q*- Q.

Probar que un isomorfismo f entre dos EVM V,g), (V' ¢') es isometria si y sdlo si
conserva las formas cuadréticas asociadas a g, ¢’

Probar que la composicién de dos isometrias entre EVM es una isometria.

Probar el reciproco del apartado 1 y el apartado 2 en la demostracién de la Proposi-
cién 2.10.1.

En R* se considera el producto escalar usual y los subespacios vectoriales
U={(z,y,2,t) R |z —y=0, z+t=0}, W =L({(1,-1,0,0),(0,0,1,1)}).

Sea f : R* — R* una isometria que verifica las condiciones

(A) fU)=W,
(B) f(1,-1,0,0) = (1,1,0,0),
(C) det f=1.

i Existe alguna isometria f como la anterior que sea diagonalizable? Si existe, calcula
una base ortonormal de R* con que esté formada por vectores propios de f.

(A) Sea f € EndgR? definido por f(z,y,2) = (~v+y+ 2,0 —y+ 2,0 +y — 2).
Demostrar que f es autoadjunto respecto al producto escalar usual gy y calcular
una base ortonormal de (R?, gg) formada por autovectores de f.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.
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(B) Idem para f(z,y,2) = (y,x + 2z, 2y).

Sea (V4, g) un espacio vectorial métrico euclideo de dimensién 4, B una base ordenada
ortonormal de (V,g) y f,ha: V — V (a es un parametro real) los endomorfismos g-
autoadjuntos dados por las matrices

0 3 40 a =2 0 0
30 00 —2 a 0 0
M(faB)_ 4 0 0 O ’ M(havB)_ O O 0 0
00 0O 0 000

Encontrar bases ortonormales de (V, g) formadas por vectores propios de f y de h,.

N = O

1 2
Encuentra una matriz P € O(3) tal quesi A= | 0 2 |, entonces P! - A- P es
2 0

diagonal.

Sea f un endomorfismo autoadjunto de un EVME (V, g), tal que g(f(x),z) > 0Vz € V.
Prueba que 3h endomorfismo autoadjunto de (V, g) tal que ho h = f. jEs h tnico?

ea un espacio vectorial métrico euclideo : os endomorfismos
Sea (V™ g torial mét lideoy f,h: V -V d d f
g-autoadjuntos. Razonar cudles de los siguientes endomorfismos son necesariamente au-
toadjuntos:

f+h, foh, fof, foh+hof, fohof+3f—21y.

En R? se consideran las formas cuadraticas
_ 2 2 2 ) 2 2
Fi(z,y,z) =24+ y“+2° —axy —xz+yz, Fz,y,z2)=2"4+3y"—2°—8zz.
Encontrar bases ortonormales de R? con el producto escalar usual que diagonalicen a I
y a F.

En IR? se considera la métrica g cuya matriz en la base usual B es Mp(g) = < _? _1 >

(A) Probar que g es euclidea y encontrar una base ortonormal de (R2, g).

10
10
es autoadjunto respecto a g y entontrar una base ortonormal de (R?, g) formada
por autovectores de f.

(B) Sea f el endomorfismo de R? dado por M(f, B) = < > Demostrar que f
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39.

40.

41.

CRITERIO DE LOS MENORES PARA SABER SI UNA METRICA ES EUCLIDEA. Sea (V, g)
un EVM y B una base ordenada de V. Dado k € {1,...,n}, sea Ay el menor de Mp(g)
formado por las k primeras filas y columnas de A. Demuestra que ¢ es euclidea si y sélo
si Vk, det(Ag) > 0. Indicacién para la condicién suficiente: Razona por induccién sobre

dim V' y encuentra una base ortonormal By = (y1,...,Yyn—1) de g|y, donde U C V estd
generado por los primeros n — 1 vectores de B. Amplia By a By = (Y1, - Yn—1,Yn) Y
expresa
I —1 at
M = L
B (g) ( a an >

para cierto a = (a1, ...,a,_1) € R" 1. Define Bo = (Y1, -, Yn—1,Yn — Z?:_ll a;y;) y
prueba que
In_1 | 0
Mp,(9) = ( n — > .
:(9) 0 \an—Z?:fa?
n—1 92

Finalmente, prueba que a, — ) ;"; a; > 0, por lo que g serd euclidea.

ISOMORFISMOS MUSICALES. Sea (V,g) un EVM no degenerado con dimensién finita.

(A) Sea z € V, se define 2°: V. — R como 2"(y) = g(z,y), y € V. Probar que
2* € V* es una forma lineal, y que la aplicacién b: V — V* tal que b(z) = 2” es

un isomorfismo de espacios vectoriales.

(B) Dada ¢ € V*, probar existe un tinico vector f € V tal que g(¢%,y) = ¢(y) para
todo y € V. Demostrar que la aplicacién #: V* — V definida por f(y) = ¢ es un
isomorfismo de espacios vectoriales, y que b™! = 1. A b, 1 se les lama isomorfismos
musicales.

(C) Definiendo ¢g*: V* x V* — R mediante g* (¢, 1)) = g(©#, %), probar que g* es una
métrica no degenerada sobre V*, y que g* es la (inica métrica sobre V* que hace
ab: (V,g) = (V* g*) una isometria.

(D) Probar que si cambiamos la hipdtesis ‘g es no degenerada’ por ‘g es euclidea’,
entonces ¢g* para a ser euclidea también.

(E) Sea B = {v1,...,v,} una base ordenada de V, y B* = {p1,...,¢n} su base
ordenada dual. Probar que Mp(g) = M (b, B, B*) y que Mp-(g*) = M(#, B*, B).
Deducir que Mp«(g*) = Mpg(g)~'.

(F) Demostrar que si g es euclidea y B es una base ordenada ortonormal de (V) g),
entonces B* es base ordenada ortonormal para (V*, g*).

Sea (V,g) un EVM y U < V un subespacio vectorial. Si definimos U+ = {z €
V | g(z,y) = 0 Yy € U}, demostrar que U~ es un subespacio vectorial de V y que
(U, gluxu) es no degenerado si y sélo si U N U+ = {0}. Probar que si (V,g) es no
degenerado, entonces dimg U + dimg U+ = dimg V.
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43.
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DIAGONALIZACION SIMULTANEA DE DOS ENDOMORFISMOS AUTOADJUNTOS.

Sean f,h endomorfismos autoadjuntos de un EVME (V, g) con dimensién n, tales que

foh=hof.

(A) Probar que los subespacios propios de f (resp. de h) son invariantes por h (resp.
por f).

(B) Demostrar que existe una base ordenada ortonormal de B de (V, g) tal que M (f, B)
y M (h, B) son matrices diagonales.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 5, B una base de V' y g la métrica sobre
V dada por

1 101 1
1 101 -2
Mgg)=| 0 000 1
1 101 1
1 -2 11 0

Calcular el rango y la signatura de g, y encontrar una base B’ de V' tal que Mp/(g) sea
diagonal.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 5, B una base de V' y g la métrica sobre
V' dada por

01110
10011
Mg(g)=]1 00 0 1
11001
01110

Calcular el rango y la signatura de g.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 4, B una base de V' y g, la métrica sobre
V' dependiendo de un pardmetro a € R, dada por

0101
1 0 a O
Mpga) =19 4 0 1
1010

(A) Calcular el rango y la signatura de g, para todo a € R.
(B) Para los valores a = 0,1, —1,2, encontrar una matriz diagonal D y una matriz
regular P tales que D = PT Mp(g,)P.

Probar que todas las matrices simétricas reales A de orden n € N verificando A2 = Ay
Traza(A) = 1 son semejantes entre si mediante una matriz ortogonal.
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47.

48.

49.

50.

Sean A, C' dos matrices simétricas reales de orden n € N.

(A) Probar que A, C son congruentes si y sélo si tienen la misma signatura, es decir,
la misma cantidad de valores propios positivos, negativos y cero.

(B) Probar que A, C son congruentes mediante una matriz ortogonal si y sélo si tienen
los mismos valores propios.

Para cada una de las siguientes matrices simétricas reales, calcular su signatura.

12 1 01 -1
A=|20 2|, C= 11 0|,
12 1 -1 0 -1

(A) Demostrar que A y C son matrices congruentes.
(B) Encontrar una matriz P € GI(3,R) tal que C' = P'AP.
(C) {Existe una matriz ortonomal P € GI(3,R) tal que C = P'AP?

Clasificar las siguientes cdnicas segln los valores de a € R:

(A) ax? + 6xy + 3y* = a.

(B) 222 + 22y + ay® = 4.

(C) —32% +8zy + 3y* = a.

(D) az? + 62y — 3y? = a.

(E) —522 — 2axy + 3y* = a.

(F) az? — 8azy + (4 — a)y? = 4.
(G) azx? —2(a — 2)zy + 5y = a.

Clasificar las siguientes cuadricas segtn los valores de a € R:

(A) 62y + 3y% + 2wz +4yz +az® = a.
B) 222 + 22y + 5y + 22z + dyz + 322 = 4.
Yy Yy Y
(C) —322 + 8xy + 3y? + 222 + 4yz + 322 = a.
(D) —322 + 62y — 272 — 2y2 + 322 = a.
(E) —52% — 22y + 3y + 4wz — dyz — 22 = a.
(F) (4—9a)z? — 8zy + 6azy + (4 — a)y? + 4wz — dyz — 22 = 4.
(G) az? +2(2a — 1)zy + 5y* + 2azz + 4yz + 32° = a.
H) 422 — 2zy + y* + 622 + 22 = a.
(H) y+y
H) (1+a)2x?+ 29>+ 2% — day — 222 = a.
( y y
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Capitulo 3

Espacios vectoriales métricos
euclideos.

Tras estudiar los EVM generales en el tema anterior, vamos a profundizar en las pro-
piedades de los EVME. Veremos que guardan mucha relacion con la geometria de R™ con
el producto escalar usual. En todo ese capitulo, (V,g) denotard un EVME.

3.1. Norma y angulo en un EVME.

Definicién 3.1.1 Dado z € V, se define la norma de z como ||z|| = \/g(z,z) € R{.

Ejemplos:

1. En (R™, go) (producto escalar usual), x| =

n
Za? six=(ay,...,an).
i=1

n
Z CL,LZ]- si A= (aij)iyj.

ij=1

2. En (M, (R), g) (ejemplo 4 de la Seccién 2.1): ||A| =

b
3. En (C([a,b],R), g) (producto L?, ejemplo 3 de la Seccién 2.1): ||f]| = / f(t)2dt.

Proposicion 3.1.1 Dados x,y € V, a € R, se tienen:
1. ||lz|| > 0, con igualdad si y sélo si x = 0.

2. |az|| = |af|z||-

95
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3. (Desigualdad de Schwarz): |g(z,y)| < ||z|/||yll, con igualdad si y sdlo si x,y son
linealmente dependientes.

4. (Desigualdad de Minkowski o triangular): ||z +y|| < ||z| + ||y]|-

Demostracion. 1,2 se dejan como ejercicio. Veamos la desigualdad de Schwarz: Tomemos
z,yeV, AeR.

0 < g(\z+y, Az +y) = Ng(z,z) + 2Xg(2,y) + (v, y).

Viendo lo anterior como polinomio en A (parabola), su discriminante A ha de ser < 0.
Pero

A =4g*(z,y) — 4g(z,2)g(y,y),

luego la desigualdad de Schwarz se cumple. Si la igualdad se da en la desigualdad de

Schwarz, entonces A = 0 luego la parabola anterior en A toca al eje de abscisas: X € R

tal que 0 = A2g(z,z) + 2Ag(z,y) + 9(y,v) = g(A\x +y, Az + y), de donde Az +y = 0.
Finalmente, la desigualdad triangular:

lz +yl?> = glz +y,2 +y) = g(z,2) + 29(z,y) + 9(y,y) < gla,2) + 2[g(z. y)| + 9(y,)

< g(a,x) + 2l|z[llyll + 9y, y) = ([l + ly])*. O

Dados z,y € V — {0}, la desigualdad de Schwarz implica que g@y) o [0, 1], luego éste

(vl
es el coseno de un dngulo (en general, de dos dngulos en [0, 27); nos quedaremos con el

menor para la siguiente definicién).

Definicién 3.1.2 Sean z,y € V — {0}. Se define el dngulo no orientado <((x,y) entre x e

9(z,y)
[ETE

y como aquel <(x,y) € [0, n] tal que cos<t(z,y) =

Proposicién 3.1.2 Dados z,y € V — {0}, se tienen:

1. g(z,y) = [[=||lyll cos <(z,y).
2. <(z,y) = 0,7 si y sdlo si x,y son linealmente dependientes.

™

3. (x,y) =5 siysélosixz Ly.

Demostracion. Ejercicio. O
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3.2. Orientacion en un espacio vectorial real.

En el conjunto B de las bases ordenadas en un espacio vectorial V(R), se define la
relacién de equivalencia
B~ B & detM(1ly,B,B’) > 0.

El conjunto cociente B/ ~ tiene dos clases de equivalencia:
C(B) = {Bl eB ’ det M(1y, B, By) > 0}, C(BI) = {Bl € B| det M(1y,B,B;) < O},
donde B' = (—x1,29,...,2y,) si B = (z1,22,...,%y).

Definicién 3.2.1 A cada una de las dos clases C(B), c¢(B’) se le llama una orientacidn
sobre V, y al par (V,¢(B)) se le llama espacio vectorial orientado. Cada espacio vectorial
real produce dos espacios vectoriales orientados.

Definicién 3.2.2 Un isomorfismo entre EV orientados f: (V1,¢(B1)) — (Va,c(Ba2)) se
dice que conserva la orientaciones ¢(Bi) y c¢(B2) si dada B € C(By), la base f(B) estd en
¢(Bz) (esto no depende del representante B € C(By)). Si f no conserva las orientaciones
¢(B1) y ¢(B2), decimos que las invierte.

Si cambiamos la orientacién en uno de V; 6 V5 (pero no en los dos), el mismo isomorfismo
f pasa de conservar a invertir las orientaciones, y viceversa. En el caso de un automorfismo
f:V — V, podemos hablar de si f conserva o invierte la orientacién sin especificar cual de
las dos, porque entendemos que consideramos la misma orientacién sobre V en el dominio
y en el codominio de f.

Si (V, g) es un EVME, podemos representar cada orientacién de V' por una base orto-
normal. El cambio de base entre dos bases ordenadas ortonormales en la misma orientacién
es 1.

3.3. Angulo orientado en un EVME bidimensional.
En esta seccién, (V, g) es un EVME con dimV = 2.
Lema 3.3.1 Sea B una base ortonormal de (V,g). Entonces,
(detp(z,)* + g(z,9)* = llz|?|ly]*, v,y eV,
donde detp es el tensor determinante en la base B, es decir,

ap a2

detp(z,y) = b by

sixp = (a1,a2),ys = (b1,b2) son las coordenadas de x,y respecto a B.
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Demostracion. Si B = (z1,22) y *p = (a1,a2), yp = (b1,b2) son las coordenadas de z,y
respecto a B, entonces

2] ?(lyll* — g(z,y)* = (a + a3)(b] + b3) — (arby + azbs)® = afb3 + a3b] — 2a1a2b1bs

= (ale — a2b1)2 = (detB(ﬂf,y))2 :

Si ademéds suponemos x,y € V — {0} , el Lema 3.3.1 se traduce en

<det3(fc,y)>2 N (g(fc,y) )2 _
||y ||y
Definicién 3.3.1 Sea C(B) una orientacién en un plano euclideo (V] g), representada por

una base ortonormal B. Dados x,y € V' — {0}, el d4ngulo orientado entre x e y es el uinico
0 € [0,27) tal que

detB(xay) cosf = g((l),y)

senf = , ——u
[yl ]/l

s La definicién de dngulo orientado no depende de la base ortonormal positiva B.
Esto se deduce de que para dos bases cualesquiera B, B’ de V, no necesariamente
ortonormales, se tiene detp = det M (1y, B', B) - detpgr.

s El dngulo orientado no es simétrico, porque detpg es antisimétrico: si el angulo orien-
tado entre z e y € V — {0} respecto a ¢(B) es 6, entonces el angulo orientado entre
y y x respecto a ¢(B) es 21 — 0.

» Si B = (21, 22) entonces B’ = (—x1,x2) representa la orientacién opuesta, y de la
definicién de detp se tiene que detg: = — detg. Por tanto, Un argumento como el del
punto anterior nos dice que el angulo orientado pasa de ser 8 a 27 — 0 si cambiamos
la orientacién en (V, g) sin cambiar el orden de z, y.

3.4. Producto vectorial en un EVME tridimensional.

En esta seccidn, (V, g) es un EVME con dim V' = 3. Sabemos que por ser g no degene-
rada, la aplicacion
OV V' () =¢: V=R

donde ¢, (y) = g(z,y), es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Sea B una base ortonormal, y detp el tensor determinante en esa base, es decir

detp(y1,y2,y2) = det((y1)B, (v2)B, (¥3)B), Yy1,¥2,¥3 €V,
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donde (y;)p € R3 son las coordenadas de y; € V respecto a B.
Dados z,y € V, consideremos la forma lineal detp(z,y,-) € V*. Asi, existe un unico
vector x X y € V tal que ®(z x y) = detg(z,y,-). Es decir,

(3.1) g(x X y,z) =detg(z,y,z) VzeV.

Definicién 3.4.1 A zxy se le llama el producto vectorial de x e y respecto a la orientacién
c(B).

» z X y no depende de la base ortonormal elegida en C(B): en efecto, si B’ € C(B)
es otra base ortonormal, entonces detg = detps (recordemos que para dos bases
cualesquiera B.B’ de V no necesariamente ortonormales, detg = det M (1y, B, B) -
detp/). Por tanto, (3.1) nos dice que z X y es independiente de si usamos B o B'.

» Si cambiamos la orientacién en (V, g), entonces x X y cambia de signo, porque si B, B/
son dos bases ortonormales en distintas orientaciones, entonces detp = — detpg.

Proposicién 3.4.1 (Propiedades del producto vectorial) Dados z,y,z, 2,y € V,
a,beR,

1. Sixzp = (a1,a9,a3), ygp = (b1,be,b3), entonces

T Tk
(x X y)B = (agbs — asba, azby — a1bs,a1by —azb1) = | a1 as a3
b1 by b3
2. (ax +bzx') x y =alx x y) + bz’ xy).
3.z x (ay+by) =alz xy)+blxxy).
4. x X Yy=—y X
5. g(x xa',y xy') = g(z,y) 9(z',y") — g(z,9") 9(z', y).
6. [l x yll* = llz]?yl?* — g(z,9)*.
7.z x y|| = |lz| llyl]| sen<(z,y) si z,y # 0 (aqui <(z,y) € [0,7] es el dngulo no

orientado en el plano generado por x,y).
8. xx(yxz)=gxz)y—gxy)e

Demostracion. 1 se deduce de (3.1) tomando z como cada vector de B. 2 y 3 son triviales.
4 se deduce de que detp es antisimétrico en sus dos primeras variables. 6 se deduce de 5
tomando y = z,y' = 7'
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Veamos 5: Ambos miembros de la igualdad son tensores! de tipo (4, 0) luego basta ver
que coinciden sobre los vectores de una base ordenada ortonormal positiva B = (x1, x2, x3)
de (V, g). Hay 3* = 81 listas de cuatro vectores con los elementos de B, pero no tenemos
que comprobarlos todos debido a las propiedades de simetria en los dos miembros. Por
ejemplo, es facil comprobar que

» Siz=12" 0oy =1, los dos miembros se anulan.
» Si cambiamos x por 2’ o bien y por ¢/, los dos miembros cambian de signo.

= Si cambiamos la primera pareja por la segunda pareja de variables, los dos miembros
permanecen igual.

Usando las propiedades anteriores, al evaluar en una lista (x;, zj, zx, x;) de vectores de B,
tenemos:

= Si sélo interviene un digito distinto en la lista, los dos miembros valen cero.

» Si intervienen dos digitos distintos a,b € {1,2,3,4} en la lista, sélo tenemos que
comprobar la igualdad para listas del tipo (z4, Ty, g, Tp) con a < b. Esto produce 3
posibles listas (abreviado): (1,2,1,2), (1,3,1,3), (2,3,2,3).

» Siintervienen 3 digitos distintos a, b, c € {1,2,3,4} en la lista, s6lo tenemos que com-
probar la igualdad para listas del tipo (x4, Zp, 4, ). Esto produce otras 3 posibles
listas (abreviado): (1,2,1,3), (2,1,2,3), (3,1,3,2).

La igualdad en cada una de las 6 listas anteriores se comprueba por calculo directo.

(6) .
Probamos 7: [}z x gl £ lal2lyl2(1 — cos? (1)) = [lall2]ly]? sen? <(z, ), ¥ s6lo
queda extraer raices cuadradas (sen <{(z,y) > 0 porque <((z,y) € [0, 7]).
Terminamos probando 8: Por definicién, x X (y X z) es el inico vector de V' tal que

g(x x (y x 2),w) = detg(z,y x z,w), YweV.

Pero g(g(z, 2)y—g(z,y)z, w) = g(z, 2)9(y, w)—g(z, y)g9(2, w) = g(z, 2)g(w, y)—g(z,y)g(2, w)

(i)g(:vxw,zxy):detB(x,w,zxy):detB(:p,yxz,w). O

3.5. Clasificacion de las isometrias de un EVME.

En esta seccién, (V, g) es un EVME con dim V' = n.

Lema 3.5.1 Sea f € Iso(V,g). Entonces:

1 . . .
Es decir, son lineales en cada una de sus cuatro variables por separado.
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1. det f = £1. Una isometria f € Iso(V, g) se dice rotacion si det f = 1, y reflexion si
det f = —1.
2. Sia € R es un valor propio de f, entonces a = £1.

3. SiU <V cumple f(U) CU, entonces f(UL) cuUt.

Demostracion. 1,2 se dejan como ejercicio. Probamos 3: Sean z € U+, y € U. g(f(x),y)
g(z, f~1(y)), luego para que esto sea cero basta probar que f~'(U) C U. Pero f(U) C
implica f(U) = U, luego U = f~1(U).

o<

Lema 3.5.2 Sea A € O(2). Entonces, eziste un unico 6 € [0,27) tal que:

[oA= (o8O msenb N et A =1,
sen 6 cos

cosf sen 6 .
2. A= ( senf — cosd ) st det A = —1.

a b
c d
la ecuacién matricial A - AT = I, obtenemos otras tres ecuaciones:

Demostracion. Llamemos A = ( > Como det A = 41, tenemos ad — bc = £1. De

aAd+v*=1, *+d*=1, ac+bd=0.

Sean u,v,w € R? los vectores dados por u = (a,b), v = (c,d), w = (d, —c). Respecto del
producto escalar usual gg, las ecuaciones anteriores implican que

go(u, w) = +1, jul} = [lv]| = flwl =1, go(u,v) = 0.

Por la desigualdad de Schwarz, 1 = |go(u, w)| < ||u||||w|| = 1, luego I\ € R tal que u = Aw.
Tomando normas, A = 1 luego v = +w. Discutimos casos:

a
c
tal que cosf = a, senf = c. En este caso, det A = 1.

» Siu=w, tenemos A = < _; ) con a? +c% = 1, luego existe un tinico § € [0, 27)

a & 2 2 . s
con a® + ¢* = 1, luego existe un unico
cC —a

= Si u = —w, tenemos A = (

cosf sen 6

senfl —cosf > En este
caso, det A = 1. O

6 € [0,27) tal que cosf = a, senf = ¢, es decir, A =
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Nota 3.5.1 El caso 1 del Lema 3.5.2 es la matriz de una rotacion de angulo 6 en el sentido
antihorario (positivo para la orientaciéon dada por la base usual de R2. El caso 2 del Le-
ma 3.5.2 representa la simetria de R? respecto de la recta generada por (cos g, sen g) Para
probar esto utimo basta diagonalizar la matriz A del segundo apartado del Lema 3.5.2.

Teorema 3.5.1 (Clasificacién de las isometrias de un EVME con dim 2)
Sea (V,g) un EVME con dimV = 2, y f € Iso(V,g). Entonces, 3B base ortonormal de
(V. g) tal que

cosf) —senf

) ) (1 0
sen 0 cosG) paraalgun0€[0,27r),oM(f,B)—<O _1>.

m(s.5) = (

Demostracion. Tomemos una base ortonormal B; de (V,g). Por la Proposicién 2.10.1,
M(f,B1) € O(2). Por el Lema 3.5.2, existe 6 € [0,27) (dnico una vez fijada B;) tal que

cosf® —send
sen 6 cos

(3.2) M(f,B1) = < ) si det f =1, o bien

cosf sen 0
senf —cos6

(3.3) M(f,By) = < ) si det f = 1.

Si se da (3.2) entonces tenemos la primera conclusién del teorema con B = Bj.

Supongamos ahora que se da (3.3) y veamos que podemos cambiar By por otra ba-
se ortonormal de (V,g) para que M(f, B) diagonalice con valores propios 1, —1. Como
M(f, B1) es simétrica, es ortogonalmente diagonalizable por el Corolario 2.8.1. El polino-
mio caracteristico de f es py(t) = (t — 1)(t 4+ 1), con raices 1, —1. Tomemos dos vectores
propios x; € V1, 2 € V_j con ||z1|| = ||z2]| = 1. Como f es autoadjunto (ya que M(f, B1)
es simétrica y B es ortonormal), tenemos z; L x2 (apartado 3 de la Proposicién 2.8.1),

luego B = (x1,z2) es una base ortonormal de (V,g) y M(f,B) = < (1) _(1) > O

Nota 3.5.2 1. Si fijamos una orientacién en V', la demostracion anterior prueba que po-
demos elegir la base ortonormal B positivamente orientada.

2. En el caso det f = 1 del Teorema 3.5.1, se puede probar que el angulo de giro 6 es tinico
(es decir, no depende de la base B; de la demostracién del teorema) una vez fijada
una orientacién de V. Esto se deduce de que 0 estd determinado por la siguiente
propiedad: Para cada x € V| el dngulo orientado entre x y f(x) segin la orientacién
C(B) es 6. Con el lenguaje general introducido en el apartado 1 del Lema 3.5.1, f
es una rotacién.
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3. En el caso det f = —1 del Teorema 3.5.1, f es una simetria respecto de la recta vectorial
dada por el subespacio propio asociado al valor propio 1. Con el lenguaje general
introducido en el apartado 1 del Lema 3.5.1, f es una reflexién.

Teorema 3.5.2 (Clasificacién de las isometrias de un EVME con dim 3)
Sea (V,g) un EVME con dimV = 3, y f € Iso(V,g). Entonces, 3B base ortonormal de
(V,g) y 30 € [0,27) tales que

1l 0 0 -1] 0 0
M(f,B)=1| 0| cosf —senf 6 M(f,B)= 0 |cosf —sené
0 |senf cos 6 0 |send cos

Demostracion. El polinomio caracteristico de f tiene grado 3, luego tiene al menos una
raiz a € R. Por el apartado 2 del Lema 3.5.1, a = £1. Tomemos x € V — {0} tal que
f(z) = ax y sea U = L({z}). Asi, f(U) C U luego f(U+) C U+ por el apartado 3 del
Lema 3.5.1. Por tanto, f|;1 cae en las hipétesis del Teorema 3.5.1 luego 3B = (x2, 2:3)
base ortonormal de (U1, g|;1) tal que

cos) —senf , 1 0
Mt 8) = (g ) sartslon )= (g ) ).
Sea z1 = ﬁx, y B1 = (x1,x2,x3), base ortonormal de (V, g). Entonces,
al 0 0 al0 0
M(f,Bi)=| 0| cosf —sené 6 M(f,B))={( 0|1 0
0| senf cos 6 0]0 -1

Sia = 1, la matriz de la izquierda es una de las opciones del enunciado del Teorema (luego
tomamos B = Bj), y la matriz de la derecha también lo es si intercambiamos el primer y

el tercer vector de B; (luego tomamos B = (z3,x1,22) y 0 = 0). Si a = —1, la matriz de
la izquierda es una de las opciones del enunciado del Teorema (luego tomamos B = Bj),
y la matriz de la derecha también lo es si tomamos B = (z2,x3,21) y 0 = . O

Nota 3.5.3 1. Si fijamos una orientacién en V', la demostracion anterior prueba que po-
demos elegir la base ortonormal B positivamente orientada.

2. La interpretacion geométrica de f cuando su matriz en una base ortonormal B =
(1,22, x3) es la de la izquierda en el enunciado del Teorema 3.5.2, es la de un giro
de dngulo 0 respecto al eje dado por L({z1}), en el sentido contrario a las agujas
del reloj en el plano L({x2,z3}) (y es una rotacién en el sentido definido en el
apartado 1 del Lema 3.5.1). En el caso de que M(f, B) venga dada por la de la
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derecha en el enunciado del Teorema 3.5.2, f es una reflexién (segin el apartado 1
del Lema 3.5.1), pero no es una reflexién geométrica respecto a un plano: es la
composicién de la simetria respecto del plano L({z2,z3}) con el giro de dngulo 6
respecto al eje L({z1}).

Teorema 3.5.3 (Clasificacién de las isometrias de un EVME con dim n)
Sea (V,g) un EVME con dimV = n y f € Iso(V,g). Entonces, 3k1,ke € N U {0},
01,...,60, €10,27) y una base ortonormal B de (V,g) tales que k1 + ko +2r =ny

Iy,

_]k2
M(f,B) = Rotg, :

Roty,

cosf; —sendb;

donde Roty, = ( sen 6; cos 0;

> y fuera de las cajas en la diagonal solo hay ceros.

Demostracion. Llamemos U = {z € V | f(z) =z}, W ={z € V | f(z) = —x}. Es
posible que U 6 W sean {0} (pero caso de que f tenga valores propios, éstos son +1).
Como UNW = {0}, tenemos U + W = U @& W. Ademas, f(U + W) C U + W luego
fI(U+ W)L C (U + W)t por el apartado 3 del Lema 3.5.1. Tenemos dos posibilidades:

= (U4 W)t ={0}. En este caso, U + W = V luego V = U @ W. Tomando una
base ortonormal de la métrica inducida en cada subespacio, tenemos M(f, B) =

1
(%) con k1 = dimU, ko = dim W, que es una de las opciones del enun-
—Ii,

ciado una vez probemos que al unir las bases elegidas en (U, gly) v (W,glw) se
obtiene una base ortonormal de (V,g). Esto se deduce de que si x € U ey € W,

entonces g(z,y) = g(f(z), f(y)) = 9(z, —y) = —g(z,y) luego g(x,y) = 0.

= (U4 W)t # {0}. En este caso, flwswyr € ISO((U+W)L,9|(U+W)L), y esta ultima
isometria no tiene valores propios. Asi que en este caso el argumento se reduce a
clasificar las isometrias sin vectores propios de un EVME (en particular, éste ha de
tener dimensién par). Esto es lo que haremos a continuacion.

Simplificamos la notacién llamando f a una isometria sin valores propios de un EVME
(V,g). Veamos que f+ f~! es un endomorfismo autoadjunto respecto a g: Dados z,y € V,

g(f+f N @),y) = g(f@),y)+9(f (@), y) = g(z, F ' W) +9(z, f(¥) = g(z, (f+F )W)
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Como f + f~! es autoadjunto, admite al menos un valor propio a; € R y por tanto existe
r1 € V—{0} tal que (f+ f~1)(x1) = a1z1. Aplicando f, queda f(f(z1)) = —21 +a1 f(z1).
Por tanto, Uy := L({z1, f(x1)}) cumple f(U1) C Ui, luego fly, € Iso(Ui,g|u,). Por el
Teorema 3.5.1, 36; € [0,27) y una base ortonormal B; de (Uy, g|v,) tales que

cosf; —senb;
sen 64 cos 01

M(floy. Br) = ( ) — Roty,.

(la otra posibilidad del Teorema 3.5.1 no puede darse porque f|y, no tiene valores propios).
Como f(Uy) C Uy, tenemos f(Ui) C Uit por el apartado 3 del Lema 3.5.1. Ahora consi-
deramos la restriccion f| Ut € Iso(U{, g|UleU1L), que estd en la misma situacién anterior

(no tiene valores propios). Repitiendo el proceso en UlL encontraremos un segundo plano
vectorial Uy C Ui~ y una segunda rotacién. De esta forma vamos descomponiendo V' en
planos vectoriales ortogonales Uy, Uy C UlL, Us C Uzl ... hasta terminar con la dimension
de V' (que es par). O

Nota 3.5.4 Dada f € Iso(V,g) en la situacién del Teorema 3.5.3, f es una rotacién (en
el sentido definido en el apartado 1 del Lema 3.5.1) si y sélo si kg es par, y una reflexién
cuando ko es impar.
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Ejercicios.

. Prueba los apartados 1 y 2 de la Proposicién 3.1.1.

. Caracteriza la igualdad en la desigualdad triangular.

. Sea (V,g) un EVME y x,y € V. Demostrar la ley del paralelogramo,
lz = ylI” + llz + yl* = 2 (Il=]* + [ly]1?) -

y el Teorema de Pitagoras,

x,y son ortogonales <= ||z + y|* = ||z||* + ||ly||*.

. DESIGUALDAD DE BESSEL. Sea {z1,...,x;} un subconjunto ortogonal de vectores no
nulos en un EVME (V, g). Probar que dado x € V, se tiene

k
2 g(xal‘i)Q
[ERE= P
=1

>

g(x, z;)
[EA1s

7.

k
y que la igualdad es cierta si y sélo si x = Z
—

. Escribe las desigualdades de Schwarz y triangular en los casos particulares de (R™, gg) y
en C([a,b]) con el producto L2.

. Prrueba que dados a1, ...,a, € R, se tiene
n 2 n
a; | <n) aj,
i=1 i=1
y que la igualdad se da siy sélosi a; = ... = a,.

. Demuestra que si f : [0, 1] — R es cualquier funcién continua, entonces

( / ) d:c)2 <[ @) d,

y que la igualdad se da si y sélo si f es constante.

. Demuestra que si A € M,,(R), entonces |Traza(A)| < v/n ||A|], y la igualdad se da si
y s6lo si A es un mudltiplo de la identidad.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Prueba la Proposicién 3.1.2.

Sea U un subespacio vectorial de un EVME (V, g). Prueba que dado = € V, py(x) en
el tnico vector de U que minimiza ||z — ul|, Yu € U.

Prueba los apartados 1,2 del Lema 3.5.1.

ENDOMORFISMO ADJUNTO. Sea (V,g) un EVME y f € EndgV. El endomorfismo
adjunto de f respecto a g es el tnico endomorfismo f € EndrV tal que g(f(z),y) =

g(x, f(y)), Yo,y € V.

(A) Demostrar que la relacién anterior define un endomorfismo de V.

(B) Probar que la aplicacién H: EndgV — EndrV dada por H(f) = fes un auto-
morfismo de Endgr V" cuya inversa es la misma H, y que H(foh) = H(h)o H(f),
Vf,h € EndrV.

(C) Un endomorfismo f € EndrV se dice anti-autoadjunto respecto a g si f: —f.
Demostrar que EndrV se escribe como suma directa del subespacio de los endo-
morfismos autoadjuntos y del subespacio de los endomorfismos anti-autoadjuntos.

(Descomposicién polar de una matriz). Sea (V,g) un EVMEy f: V — V un automor-
fismo de V. Definimos f: V — V mediante g(f(z),y) = g(z, f(y)), Vz,y € V.

(A) Prueba que fofes un endomorfismo autoadjunto de (V, g), con todos sus valores
propios positivos.

(B) Encuentra un endomorfismo autoadjunto % de (V, g) con todos sus valores propios
positivos tal que hoh = fo f.

(C) Prueba que h™! o f es una isometria de (V, g).

(D) Aplica lo anterior para probar que toda matriz A € Gl(n,R) puede escribirse como
A = P-Rdonde P € S§,(R) tiene todos sus valores propios positivos y R € O(n).

Sea (V,g) un EVME de dimensién ny U <V con 0 < dimU < n. Probar que para
cada f € Iso(U, gluxu), existe F' € Iso(V, g) tal que F(x) = f(x) Vo € U. Demostrar
que F' siempre puede tomarse como una rotacion.

Sea (V,g,¢(B)) un EVME tridimensional orientado. Probar que dados z,y € V, su
producto vectorial x X y es perpendicular a z y a ¥y, y que si x,y son unitarios y per-
pendiculares, entonces {z,y,x X y} es una base ortonormal de (V,g) positivamente
orientada respecto a C'(B).

Sea (V,g) un EVME tridimensional con una orientacién C'(B). Para cada z € V — {0}
se define F, € EndrV mediante F,(y) = x x y, Vy € V, donde el producto vectorial x
es el asociado a la orientacién C(B).
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17.

18.

19.

20.

21.
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(A) Caracterizar ker(F,) e Im(F}).
(B) Dado z € Im(F,), jexiste mas de un vector y € V tal que F,(y) = 27

(C) Demostrar que el endomorfismo de V' adjunto de F, respecto de g (en el sentido
del Ejercicio 12) es F_, = —F,. Por tanto, F, es anti-autoadjunto.

Sea V un plano vectorial en R?, y f € Endg V. Demostrar que para toda base {u, v} de V/
se cumple f(u)x f(v) = (det f)uxwv. En particular, si {u, v} se toma ortonormal respecto
de la restriccién a V x V' del producto escalar usual, deducir que |det f| = || f(u) x f(v)]|.

Dentro de Gl(n,R) tenemos los subconjuntos Gl (n,R) = {A € Gl(n,R) | det A > 0}
y Sl(n,R) = {4 € Gl(n,R) | det A =1}.

(A) Probar que GIT(n,R) y Sl(n,R) son subgrupos de Gl(n,R) y que Sl(n,R) es
normal en Gl(n,R) (Sl(n,R) se llama el grupo especial lineal).

(B) Al grupo SO(n) = O(n) N Sl(n,R) se le llama grupo especial ortogonal. Probar
que SO(n) es normal en O(n).

De ahora en adelante, (V,g) serd un EVME.

(C) Probar que dos bases ordenadas ortonormales de (V, g) representan la misma orien-
tacién de V siy sélo si M(1y, B’, B) € SO(n).

(D) Sea Isot(V,g) = {f € Iso(V,g) | f conserva la orientacién}. Probar que f €
Iso(V, g) conserva la orientacién si y sélo si det f = 1, que Iso™(V, g) es un sub-
grupo normal de Iso(V, g).

(E) Sea B una base ordenada ortonormal de (V, g). Demostrar que la aplicacién
Fp:Isot(V,g) — SO(n) dada por F(f) = M(f, B) es un isomorfismo de grupos
(comparar con el apartado 2 de la Proposicién 2.10.1).

Sean Uy, U; dos rectas vectoriales en un EVME bidimensional (V, g). Llamemos S; a la
simetria respecto de U;, i = 1,2. Probar que S y So conmutan si y sélosi Uy = Uy 6
Uy = Uj.

Sean Uy, Us dos planos vectoriales en un EVME tridimensional (V, g). Llamemos S; a la
simetria respecto de U;, i = 1,2. Probar que S y So conmutan si y sélosi Uy = Uy 6
Uit C Uy (indicacién: probar que Sy lleva Ui~ en si mismo).

Sea f: R? — R? un endomorfismo autoadjunto respecto al producto escalar usual (,),
f # +1g2. Razonar si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
(A) Si fof=0, entonces f = 0.

(B) Si ||f(u) —v||? = ||f(v) — ul|* Yu,v € R?, entonces f es la simetria respecto de
una recta vectorial.
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22.

23.

24,

(C) Si existe una base ortonormal {1, 75} de (R?, (,)) tal que (f(z;),x;) =0,i=1,2,
entonces f es la simetria respecto de una recta vectorial.

Probar que el endomorfismo f: R3 — R? cuya matriz respecto a la bases usual es

LT 4
M(f.Bu)=5| —4 -1 -8
4 -8 -1

es una isometria de (R3, (,)) en si mismo (producto escalar usual), y clasificarla.

Sea (V3,g) un espacio vectorial métrico euclideo de dimensién 3, y L,U la recta y el
plano vectoriales dados en coordenadas respecto de una base ortonorma B, por

L=L{(1,2-1)}), U=3c—y+z=0.

Encontrar las expresiones matriciales respecto de B de las reflexiones respecto de esos
subespacios vectoriales.

Estudiar las isometrias de R? con el producto escalar usual (,)) que respecto de la base
usual tienen una de las siguientes matrices:

00 1 0 -1 0
(A | 100 G) | L2 o -
010 g
00 1
LAOEE £ 0
| [ o -1 o
0 -1 0 VI _2
@ (o o1 ? 2
1 00 2 2 -1
0 01 (I)§(12
MD)y[o -1 0 2 -1 2
1 00
0 0 _1 22
®) [ 0 -1 0). D3| 2 2 -1
I -1 2 2
0 g2 ¥ 2 2 -1
F) | -1 o 0 K) i 2 -1 2
0 2 2 -1 2 2
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25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Encontrar las matrices de las siguientes isometrias de (R?, (,)) respecto de la base usual:

(A) La simetria respecto del plano IT =4y — 3z = 0.

(B) La simetria respecto de larecta L=Tx+4y+42=0,4x+y+ 82z =0.
(C) El giro de eje L = L({(1,0,1)}) y dngulo 7/2.

(D) El giro de eje L = L({(1,1,1}) y angulo /2.

(E) El giro de eje L = L({(1,0,1}) y angulo 7/3.

(F) El giro de eje L =L({(1,1,1)}) y dngulo 7/3.

Sean f, h dos isometrias de (R3, (,)). Si f es la simetria respecto de un plano vectorial II,
demostrar que ho f o h™! es la simetria respecto de h(I).

Sean f,h dos isometrias de (R3,(,)). Si f es un giro de eje una recta vectorial Ly
dngulo 6 € [0,27), demostrar que ho f o h™! es un giro de eje h(L) y angulo 6.

Clasificar todas las isometrias f de (R3,(,)) que verifican cada una de las siguientes
condiciones:

(A) fof=1lgs.
(B) fo f =5, siendo Sy la simetria respecto de un plano vectorial II.

(C) fof=SL,siendo Sy, la simetria respecto de una recta vectorial L.
Sea f una isometria de (R?, (,)). Demostrar que son equivalentes:

(A) f es un giro de angulo 0, |0| < /3.

(B) ||f(v) —v| < |]v|| para todo v € R2.

Sea f una isometria de (R3, (,)). Demostrar que son equivalentes:

(A) f es un giro de dngulo 6, |0] < 7/2.
(B) |If(v) —v|| < v/2|jv|| para todo v € R® — {0}.



